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بسم الله الرحمن الرحم 


تقد يم 


الحمد لله القائل «قل هل يستوي الذين يعلمون والذين لا يعلمون» والصلاة والسلام على 
نبينا محمد القائل «من سلك طريقا يلتمس فيه علما سهل الله له طریقا إلى الجنة» . إذن ديننا 
الإسلامي يحضنا على طلب العلم لنسعد في الدنیا والآخرة . ولا كان متعذراً على الكثير من الناس 
أن يطلبوا العلم بلغة غير لغتهم الأصلية فقد تسابقت الشعوب في الاعتزاز بلغاتها وجنّدت فيها القلة 
القادرة على ترجمة العلوم إلى لغتها وعلى التأليف بلغتها لتسهّل طريق التعلم أمام شعبها » وهذا ما 
حدث ويحدث في اليابان والصين مثلا > فا أجدرنا نحن الشعب العرني الذي بلك أفضل لغة على 
وجه الأرض ألا وهي اللغة العربية لغة القرآن الكريم أن نعيد أمحادنا السالفة ونشمر عن سواعدنا 
متوكلين على الله» قم بترجمة العلوم النافعة والتأليف باللغة العربية لكي نتبح فرصة التعلم لعدد 
أكبر من الناس وكلنا يعرف ما يعانيه طلابنا من مشقة في دراسة العلوم بلغة غير لغتهم . 
أيها القارئ الکرم ! إن هذا الكتاب الذي بين يديك هو ج جهد المقل ولكنه بداية في الطريق 
الذي أومن به وأدعو إليه وهو تعريب العلوم ولعله من حسن الطالع أن تكون مادة هذا الكتاب 
من المواضيع الرياضية العاصرة والقي أصبحت معرفتها ضرورة حتمية لكونها القاعدة الأساسية 
لعظم فروع الرياضيات الحتلفة » إذ أن هذا الکتاب قد تناول المفاهيم الرياضية بشكل شمولي 
مستخدماً لغة النطق الرياضي ونظرية امحموعات . 
یتکون هذا الکتاب من سبعة آبواب هي هي : النطق الرياضي - انجموعات - الضرب 
الديكارتي للمجموعات - التطبيقات ‏ العملیات الثنائية ‏ الزمر -- الحاقات والحقول . وقد 
عرضت مادة هذا الکتاب بصورة منطقية تبرز الترابط انحکم بين کل باب والباب الذي يليه 
مباشرة مما نوق چیا كيرا على القارئ إذ أنه سيجني غرة فهمه لكل باب في الأبواب التي تليه » 
فبلا يدرس القارئ في الباب الأول الرابط دوه والرابط دأو ویتاً کد أن كلا منهما يتوزع على 
الاخر فيجد ذلك موظفاً في الباب الثاني عند تقديم تعريف إتحاد وتقاطع المجموعات وخواصها » 
كا سيجد في الباب الرابع أن التطبيق حالة خاصة من العلاقة الثنائية التي درسها في الباب 
الثالث » وأن العملية الثنائية في الباب الخامس ما هي إلا حالة خاصة من التطبيق الذي درسه في 


۷ 


لباب الرابع وهكذا . كا اعتنيت بكثرة الأمثلة وتنويعها وحرصت على ترتيب وتعليل الخطوات 
5 لاقتناعي بأهمية هذا الأمر في تنمية مواهب الدارس وتعويده على تنظیم معلوماته وإشعاره 
رة التسلسل النطتي في معالجة القضايا . 

لقد أعطيت کل تعريفي أو نظرية . للخ رقا مزدوجاً تحخيث يمثل الرقم الأول (الأيمن ( 
ترتیب الباب والثاني (الأيسر) ترتیب التعریف أو النظرية . . الخ داخل الباب ‏ فثلاً تعربف 
(؟1-5) يعنى التعريف السادس ف الباب الثاني . 

لقد كان مرجعي في الصطلحات العلمية هو ما اتفق عليه في مكتب تنسيق النعريب 
بالرباط التابع للمنظمة العربية للتربية والثقافة والعلوم فان لم أجد فيه ما أبتغيه إستعنت بإحدى 
المصطلحات المستخدمة في إحدى الدول العربية . هذا وقد ذيلت هذا الكتاب بكشاف لموضوعاته 
ومسرد لرموزه وقائمة ببعض المراجع المستخدمة . 

هذا ولا يفوتي أن أوجه الشكر لكل من الأستاذية ن الدكتور حضر الأحمد والدکتور محمد 
عادل سودان لا آبدیا من ملاحظات قيمة عند قراءتهیا لمادة الكتاب » كا أخص بالشكر جامعة 
ی اي اج و پچ ات کیت به طلاب العلم 
ويحسن القصد والعاقبة واخر دعوانا ان امد لله رب العالین 
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Elements of 


Mathematical Logic مبادي المنطق الرياضي‎ 
Introduction مقدمة‎ ١١ 


عم المنطق هو أحد فروع علوم الرياضيات البحتة وهو علم حديث ا وقد آخیتارت 
أهميته تتزايد توا بعد یوم . یفهم من سم هذا العلم أنه يشا يشارك اللغات في وظائفها ومدلولاتها 
وتعبیراتها فعاو النطق يرتكز على جام واعينة متفق, علي ال »> وله رموز خاصة به » ومن 
الجدير بالذكر أن كل عام أو بالأحرى كل فرع من فروع المعرفة له ألفاظ ومصطلحات خاصة به » 
إلا أن هذه الألفاظ رعا لا تستخدم ني حديثنا اليومي » وقد يستخدم بعضها بمعنى مقارب لما 
نعنيه في حديثنا اليومى ؛ وفي حالات يختلف معناها ام عن مقصودنا وذلك رجا يرجع إلى عدم 
دقة التعبیر عندنا زاس معناه تیور في اللغة المستخدمة في التعبير. ولما كان هذا الإبهام غير 
مرغوب فيه وبخاصة في الرياضيات ۰ فلم يُترك الأمر للإجتباد في المنطق الرياضي » بل اتفق على 
رموز وأدوات لربط الجمل وأعطيت معاني محددة تماما لا تقبل اللبس والغموض »> وهذا بقودنا 
إلى القول بأن المنطق الرياضي لغة علمية متفق عليها بين الرياضيين . ولا غنى للرياضيات عن 
المنطق » فالرياضيات تمتاج إا ا ا وا س سا ومیل با 
EE‏ مب ن الأفكار ر مرتبط بعضها ببعض . 


Statements التقارير‎ ۲-۱ 


نعرف أن الجمل في اللغة العربية منبا ما هي فعلية ومنبا ما هي إسمية ومنبا ما هي إستفهامية 
آو اطلبية , . . الخ. وفي المنطق الرياضي نقسم الجمل إلى قسمين هما : 


() جمل خبرية وهي التي تحمل إلينا خبراً ما . 
(ب) جمل غير خبرية (إنشائية) > وهي التي لا تحمل خبراً معينا . 


۱ 


مثال (۱-۱) 

(۱) تطلع الشمس من الشرق : جملة خبرية . 

(۲) الریاض عاصمة للملكة العربية السعودية : جملة خبرية . 

9 174014 2 ج عدر 

. ما أجمل هذا البستان ! : جملة غير خبرية (تعجب)‎ )٤( 

(ه) يا محمد كن حريصاً على فعل الخير : جملة غير خبرية (نداء) . 

3+x=7 (1)‏ ۵ حيث + عدد صخیح » جملة خيرية . 

تعريف (۱--۱) 

کل جملة تحمل خراً ما وهکن الحكم بأنبا !ما صائبة وإما خاطئة »> ولا تکون صائبة 

وتداظلة ی آنا وانعد تسبي تقزيرا . 

مثال (۱--۲) 

كل من الجمل الخبرية .الواردة في الفقرات )١(‏ ۰ (۲) + (۳) + (5) من المثال )١-1(‏ 

اي یر > بینا کل من الجمل الانشائية الواردة في الفقرات (4) » (ه) من نفس الثال ليست 
. (لاخط أن الجملة الخبرية في الفقرة (") من نفس الثال لا نستطيع الحكم عليها بأنها 

یرو ویو ون »> فهي صائبة عندما 4 كزين راط قیا عدا ذلك ۶ 

واحدیر بالك أن مثل هذه الملة تسمی جملة مقتوحة أو تقريراً دالياً 


. (Propositional function) 


تعريف (1--5) 
كل جملة خبرية صائبة تسمى تقريراً صائباً وكل جملة خبرية خاطئة تسمى تقريراً خاطاً . 
مثال (--۳) 


کل من لحتل الخبرية الواردة في الفقرات (١)؛‏ (۲) من المثال (۱--۱) تقرير 
صائب ۰ بيغا الحملة الخبرية الواردة في الفقرة (۳) من نفس الثال تقریر خاطي . 

نو نفى التقر بر Negation of Statement‏ 
إذا أردتا أن نت التقریر «السماء عطر اليوم ) فإننا نقول : «السماء لا عطر اليو يوم » و اذا 
كان التقریر الراد نفیه صائباً فان نفیه يكون تقريراً خاطثاً والعكس بالعكس . 


۱۳ 


مثال (1-۱) 


(۱) 2+3=8 تقریر خاطي » ویکون نفیه هو 2+38 تقریر صائب . 
(۲) الریاض عاصمة السعودية : تقریر صائب : نفیه هو «الریاض ليست عاصمة السعودية» أو 
ليس صحيحاً أن الرياض عاصمة السعودية» : تقریر خاطي . 
كثيراً ما نرمز لتقرير ما حرف من حروف المجاء للسهولة فني المثال (4-۱) إذا رمزنا مثلاً 
للتقرير الوارد في الفقرة (۱) بالرمز 7 فاننا نرمز لنني هذا التقرير بالرمز ٣ہ‏ (يقرأ نی م ) » 
وحيث أن التقریرین م 4 نم ستخیل. آن يكيرنا صافين معا أو حاطون عع » فاننا لو جعلنا 
الحرف 7 يرمز لكلمة صائب (۲:6) والحرف ۴ يرمز لكلمة خاطي (58156) » لأمكننا 
تکوین جدول یدعی جدول الصواب (أو جدول الحقيقة ) بصف ۲ + نم معا ؛ کا هو موضح 
في الجدول (۱-۱). 
ملاحظات 
(۱) سمی 1 ۰ 7 بقیمق, الصواب راو 
الحقيقة) وستعاض عن کل منیا أحياناً 
ب ۰1 0 على الترتیب . 
(۲) لاحظ أنه مها كان التقریر 8 فاته اما أن 
بأخذ القيمة 7 أو القيمة ۶ » أما قيمة 


از هی جدول (۱-۱) 
صواب التقریر ۸- فیجب أن تخالف قيمة 
صواب ۶ كا آشرنا إلى ذلك آنفا . 
تعریف (۱--۳) 
کل رز بل خبراً واحداً یسمی تقريراً بسيطاً (أولياً) : أما إذا حمل التقرير خبرین 
فأكثر سمي تقريراً مرکا . 
مثال (۱--9) 


(۱) تجمد الاء عند درجة الصفر و يغلي عند درجة 0 تقریر مركب . 

(۷) محمد يدرس الریاضیات أو الجغرافيا : تقریر مركب . 

(۳) اذا کان 3+14 فان 6+7<13 : تقرير مرکب . 

)٤(‏ المثلث ۵0۰ متساوي الأضلاع إذا وإذا فقط كان متساوي الزوايا : تقرير مرکب. 
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كل تقرير من التقارير الأربعة السابقة تقرير مركب لأنه يمكن أن نحصل منه على تقريرين بسيطين 
على الأقل ۰ فثلاً التقرير في الفقرة (؟) هو عبارة عن تركيب لتقريرين بسبطين هما : (أ) محمد 
يدرس الرياضيات (ب) محمد يدرس الجغرافيا . 

اة 

عند تركيب التقارير لايهمنا وجود أي نوع من العلاقة» سواء في العنی أو في امحتوى ؛ 
بين بعضها البعض . كا نلاحظ أن كل تقرير مركب تربط أحد أدوات الربط بين مكوناته البسيطة 
(تقاریره البسیطة) » وسنری أن التقربر اركب له قم صواب تتحدد قاما عند معرفة : 

(۱) قم صواب مکوناته (مرکباته) البسيطة . 

(۲) أداة الربط الستخدمة . 


ذل" أدوات الربط Connectives‏ 
سندرس آدوات الربط الائية : 

أولاً : 

الربط ب «وه ويرمز له رياضياً بالرمز «م». أي أنه إذا كان كل من ۰۸۸ 8 تقريراً فإن 
و4 و82 » هو تقرير مركب یرمز له بالرمز 0۸۸8۰ . وقد اتفق (أو عرف) على أن تکون قے 
الصواب غذا التقرير الرکب كما في الجدول (۱--۲) . من الجدول (۱--۲) نلاحظ أن التقرير 
8م4 صائب في حالة واحدة فقط وهی عندما تكون مركبتاه ۸ ۰ 8 صائبتين معا » وخاطي فيا 
عدا ذلك . 


کات 


ا 1 
| 1:۱۶ 
جدول (۱--۲) 

)5-1١( مثال‎ 


بفرض أن ۸ ۰ 8 »€ ۰ 2 هی التقاریر الآتية على الترتیب : 


۱۵ 


2+2-4 ۰ ۰3-0 القمريدور حول المريخ ؛ بغداد عاصمة العراق . نجد أن #4 » 
D‏ تقر رااان > بيا 8 6۰ تقريران خاطئان . وبالتالي فانه بالرجوع إلى الحدول (۱--۲) 
نستنتج أن : 

2 تقریر صائب في حين أن ۰۸۸8 6۸8 ۰۸۸68۸6 (AAB)AD‏ 
تقارير خاطئة . 
انیا : 
الربط برأ ۰ ویرمز له رياضياً بالرمز« »اي أنه إذا كان کل من 4 » 8 تقريراً 
فان ۱ ۸ أو 8 » هو تقرير مركب يرمز له بالرمز ۱ 0/4148 . وقد اتفق ق (أو عرف) على أن تكون 
قم الصواب للتقرير الرکب 4۷8 كما في الجدول (۱--۳). 

نلاحظ في الجدول )#-1١(‏ أن التقرير . ۸۷ خاطي في حالة واحدة فقط وهي 
عندما تكون مركبتاه 4 » 8 خاطتتین معا وصائب فيا عدا ذلك . 


۸ ۷ 8 


حد ب ت ت | 


جدول (۱--۳) جدول )4-1١(‏ 


)/-١( مثال‎ 


. عدد زوجي أو 9 عدد فردي : تقرير صائب‎ 9 )١( 

(۲) الرياض عاصمة سوريا أو دهي عاصمة الجزائر : تقربر خاطي . 

(۳) 5+1=6 أو 324-12 : تقرير صائب . 

ثالفاً : 

الربط ب«إذا... فان ...»> ويرمز له رياضيا بالرمز «+¬» أي إذا كان كل من 4 » 

8 تقزيراً : فان اليما الشرطية «إذا 4 فان 8 » هی تقریر مركب پرمز له بالرمز « ۸-8 . 

وقد اتفق (أو عرف) على أن تكون قم لصواب هذا التقرير الرکب كما في الجدول (4-1) . 
رق من الجدول )4-1١(‏ .2 یر 4-8 يكون خاطناً في حالة واحدة فقط 

وهي عندما یکون 4 صائاً و 2 خاطتا ‏ 


1 


مثال (۱--۸) 


() 2+6-8:7ه5+7-12 
() 6-8:7-+5+7-11-2 
0۳ 5+7-11-2+628:7 
۵ 5+7-12-2+6-7:5 


2 


رابعا : 

الربط ب «إذا واذا فقط» ویرمز له بالرمز «م» أي إذا كان کل من 4 ۰ 8 تقريراً 
فان « ۸ إذا وإذا فقط 8 » تقرير مركب يرمز له رياضياً بالرمز « 4+8 » . والجدير بالذ کر أن 
التقرير 4 يكن التعبير عنه بالشكل : 


(4A¬+B)^(B¬+4A) 
۰)۲--۱( وفذا فإنه يمكئنا تعيين جدول صوابه بدلالة الجدولين‎ 
: کا بلي‎ )4-۱( 
A | Bj ممم إهبف4‎ | (A¬>B)(B¬+4) ۸4 اقب‎ 
۳ | 20| F 9 7 f 
| ۲ | «| F 7 3 3 
او‎ ] ۰2 #۶ F F 
F FÎ FT ۳ ۳ F 
)9-۱( جدول‎ 


يلاحظ من الجدول (01) أن التقرير 4+8 يكون صائياً عندما يكون التقريران 
ےھ بج ظ این مها یشان معا 
مثال (4-91) 
)1غ( 7 : 5+3=8+4S5x3=15:T‏ 


)6 ۶ : السعودية تقع في أوربا جه5+3-8 
© ۴ : 3-5*ا5يه فاطمة ام رجل . 
LT )(‏ القاهرة عاصمة أستراليا )ىه السکر طعمه مر . 


۱۷ 


تعريف (۱--4) 

يقال عن تقريرين 4 ۰ 8 إنبها متکافتان منطقياً > أو اختصاراً > متکافتان إذا كان 
لكل منها نفس جدول أو قم الصواب ٠‏ ويرمز لذلك بالرمز 4=8 : (ويقرأ 4 يكافي 8 ) . 
مثال (١ذ1-:٠()‏ 


(۱) إن (8(۸)8+4+¬4+8=)4 » كا بظهر ذلك في الجحدول  ١(‏ ه), 
(۲) (4س) 4-404 م424 . كا في الجدول .,)5-51١(‏ 


4 ۱ 4 ۱ vA Î ۸ | AVA | ~(~4) 
FI TI ق‎ 7 7 T 
م | ۲ ااع أي‎ 3 3 
)٩-۱( جدول‎ ۰ 
)٩-۱( نظرية‎ 
De Morgan’s Laws . قانونا دومورجان‎ 


مها يكن التقريران 4 ۰ 8 فان : 
~(A^B)=(~A)v(~B) (Î)‏ 
)ب( )8~( ^)4 ~(A4VB)=(~‏ 


البرهان 
ل( يثبت المطلوب إذا كانت قى الصواب للتقرير (۸۸)- هي نفس قم الصواب للتقرير 
(۸4(۷)~8~) > وفق التعريف (4-۱) . لذلك ننشي الجدول (۷-۱) . 


| ا‎ | ~B ARE | = KB | ) لمن‎ v(~B) 


د انان ج بج 
ه | ب< رد ب ود 


< باب ب اب 
« باب پ یب 


من العمودين السادس والسابع نرى تساوي قم الصواب فا » وبذلك مم الطلوب . 
(ب) يثبت الطلوب بطريقة مشاببة تماماً لما فعلناه في الفقرة (أ) . 
وه أخرى لاثبات صحة الفقرة (ب) 
بتي الطرف الأيمن من ٠‏ العلاقة (ب) جد أن 


وفق الفقرة (أ) . . . )8 ~(~ ~[(~A4)a(~ B)]= ~(~4)v‏ 
أنظر المثال (۱۰-۱) *... 8نامع 


والآن بن طرف العلاقة ‏ نحصل على المطلوب إثباته وهو : 


B)])= ~(A4 vB)‏ سحام ركم -)] نخان 
اي (~A)a(~B)= ~(4VB)‏ 


نظرية (۱--۲) 
إذا كان 4 ۰ 8 أي تقريرين فان : 
~(A^ ~B)‏ ع8 جل 


البرهان 
حسب التعريف (4-۱) يكني أن ننشي الجدول (۰)۸-۱ والذي فيه نری أن 
العمودين الخامس والسادس متساویان في قم الصواب » لذا ثبت الطلوب . 


(هحمم)- | همم | 8دمم | ه-] و 8 ا 
F 1 7‏ |7۲ ]7۲ 
TÎ F |j ۲ 7 7 7‏ 
1 | 7 يي | FF‏ | جر 
F T 7‏ 6 | زر F|‏ 
جدول (۸-۱) 


تعريف (۵-۱) 
يقال عن تقرير مركب إنه صائب منطقياً إذا كانت جمیم يع قم صوابه صائبة . ويقال إنه خاطي 
منطقياً إذا كانت ع قم صوابه خاطئة . 


۱۹ 


مثال (۱--۱۱) 


. إن التقرير ۸~ ۸4۷ صائب منطقيا‎ )١( 
. إن التقرير 4~ 4۸ خاطي منطقيا‎ )۲( 
. 13 یثبت صحة الفقرتین (۱) ۰ (۲) وفقاً لتعریف‎ )٩-۱( واحدول‎ 


لسغن | قر نر || قز 7۱۷ 

| 71 كل‎ 7 |] f 

۲ | 7 0 ۱ 3 
)٩-۱( جدول‎ 


۹ 
قد لا یکون التقرير صائباً منطقياً ولا خاطناً منطقیاً ‏ كا في التقريرين ۸-8 
۸8 مثلاً » المعرفين في الجدولين (4-۱) ۰ (۵-۱) على الترتيب . 
مثال (۱--۱۲) 
(۱) التقزير 4+4۸8 ليس ضائباً متطقياً ولا اطا منطقیا . 
(۲) التقرير 8 4+۸۷ صائب منطقيا . 

إن الحدول (۱--۱۰) ببرهن على صحة كل من الفقرتین (۱) ۰ (۲) ۰ كا يظهر في 
العمودین ا امس والسادس . 


| قع4 | و | 4ه‎ ۱ AVB | مه‎ ۸۵ 1 
| ۳ | ۳۴ f 1 7 7 
T | EF F 7 f 
8 | Tl RF 1 7 7 
ام‎ F F F T | 7 
1 1 
)۱۰-۱( جدول‎ 


تعریف (۲۰-۱) 


نقول إن التقرير ۸ يقتضي التقرير 8 ۰ ونرمز لذلك بالرمز 8 ۰۸ |ذا كان التقریر ۸-۰8 صائباً 
منطقيا . كا نقول أحياناً إن ۸ هي للقدمة و8 هي التتيجة . 


۲۰ 


مثال (۱۳-۱) 

(۱) مها يكن التقریر ۸ فان ۸۸۷-۸ لأن 4ہ ۷ 4+4 تقرير صائب منطقیاً 
كا بظهر من الثال (۱۱-۱). 

(۲) مها يكن التقريران ۸ ۰ 8 فان ۸۷8 ۸ لأن 8 ۷ 4+۸4 تقرير صائب منطقياً » کا 
بظهر في الثال (١1-؟7١).‏ 

(۳) مها يكن التقريران ۸ ۰ 8 فان 4۷8 < ۸۸8 لأنه من السهل التحقق من أن 
التقرير المركب 8 ۸۱۷ ج و[ م ۸ تقرير صائب منطقيا . 

ملاحظات 

۱( اذا كان 8ج ۸4 ) فانه تمعن جدول صواب التقریر المركب +۸ تلاحظ أن : 
(أ) كلا كان التقرير 4 صائباً فان التقریر 8 صائب أيضا . 
(ب) كلا كان التقرير 8 خاطثاً فإن التقرير 4 خاطي أيضا . 
ونعبر أحياناً عن الفقرتين (أ) » (ب) بالقول : إذا كانت القدمة ۸ صائبة » فان النتيجة 
8 صائبة أيضا » وإذا كانت النتيجة 8 خاطفة » فان القدمة 4 خاطثة أيضا . على 
الترتيب . 

(؟) إذاكان 8 < 4 » فإننا نعبر عن ذلك بالقول : إن 4 شرط كاف ل 8 (ونعني بذلك أنه 
إذا كان التقرير 4 صائباً > فإنه يكني ليكون التقرير 8 صائباً أيضا) . 

(۳) عندما ۸ لا يقتضي (لا يؤدي) 8 > فإننا نرمز لذلك بالرمز 8خ 4 . 


)٤(‏ إن 8 <۸ ليس له جدول صواب ‏ لأننا لم نعتبر هنا الرمز ”<=“ أداة ربط بين التقريرين 
4 5 . 


تعریف (۷-۱) 
تقول إن التقرير ۸ بقتضي (أو يؤدي إلى) التقریر 8 ۰ وان التقرير 8 يقتضي التقریر 
4 ۰ ونرمز لذلك بالرمز8 ج 4 » إذا كان التقریر + 4 صائبا منطقيا . 

إن الرمز «حه» ليس أداة ربط بين التقربرین ۸ ۰ 8 . لذا فان 8هه ۸ لیس له جدول 
صواب . كا تجدر الاشارة إلى أننا نعبر أحياناً عن الرمز «حه ٠‏ بقولنا «الشرط اللازم والكاني» . كا 
أنه يعني أيضا كلمة یکافی . وبذلك يمكن استخدامه أحياناً عوضاً عن الرمز « = ٠‏ كا بتضح من 
المثال الآتي . 


۳۱ 


مثال )٩4-۱(‏ 
مها يكن التقريران 4 ۰ 8 فان : 


e AA ~B‏ (9] )هه 


لأن التقریر : 
8ه م 4به(8+-4)ه » صائب منطقياً کا يتبين من الجدول )١١١(‏ في العمود 
vB‏ چ رجه (8هج )نه | قحم | هه || | ني 
7 از ۳ ۳ ۳ | 
F | 7‏ > || ۱ ۲ 
3 ۱ ۳ م ۲۱ | F‏ 
F | ۶ | ۲ ۲۴ 1 7‏ 


)١١-1١( جدول‎ 


ولا كانت قم الصواب في العمودين الخامس والسادس » في الجدول »)١١1١(‏ 
منساوية مما يتفق مع تعريف التكافؤء أي أن 8~ م4 -(4+8)ه ۰ فإننا سنعتبر أن 
الرفزين حه.؛ = لها نفس المعنى (المدلول) . هذا وتجدر الاشارة إلى أنه إذا لم يكن 4>8 
متحققاً » فإننا نزمز لذلك بالرمز 48 ۸ . 

مثال (۱--۱۵) 

بين أي من العلاقات التالية متحقق » وأي منها غير متحقق » مستفيداً من الملاحظات الواردة بعد 
الثال (۱--۱۳). 

4 9< وج 3 

(۲) 29 2رجه 3<د 

x>0=>x>0 )۳( 

الحل 

(۱) (أ) طريقة أولى: من معلوماتنا الرياضية » نعلم أنه عندما يكون التقرير 3=× صائباً 


۳۳ 


99 


ضف 


فإنه يؤدي بالضرورة إلى أن التقرير 2-9« صائب » إذ أنه لا يمكن أن يكون 
۰-3 في حين أن 9× » وبالتالي فان 2-9 ح 3-» متحقق . 

(ب) طريقة ثانية : من معلوماتنا أيضاً » نعلم أنه عندما يكون التقرير 2-9 خاطنا » 
أي عندما يكون ۶9 × : i NOB;‏ 3<: يكون خاطتاً » أي أن 3× » 
وبالتالي فان 


9 == 3= متحفق . 


سبق أن أثيتنا ف )012( أن و قرب 3ععر معحقق 6 والان هل 3< ج 2-9 
متحقق ؟ . نعلم أنه عندما يكون التقرير 2-9 صائباً » فليس بالضرورة أن يكون التقرير 
3=× صائباً > لأن قد تكون سالبة (أي أن 3-=×)» وهذا يعني أن 9 =*× 
و #3 ممكن > وبالتالي فان 3-راج 2-9 غير متحقق وا أي آن 
مما تقدم نستنتج أن 3 - 6 9- 2ير 

من الواضح أنه عندما یکون التقریر 0< 2× صائباً » فانه ليس بالضرورة أن يكون التقرير 
اه ضائباً ۾ اذ من المکن أن یکون ۵0 مع أن 0< ۰ وبالتالي فان 
0< جح 2<0< غير متحقق 50 ومنه نجد أن : 


2 <0 + <0 


والآن سنقدم النظرية التالية التي تضم معظم خواص الرابطين «۸» و «۷. 


نظرية (۱--۳) 

مها تكن التقارير ۸ 8 »© فان : 
(۱) ۸ <۸ ۸ كذلك ۸4 <۸ ۸۷ خاصة اللانغو 
(۲) لمم <ظ ۸۸ كذلك 8۷ <8 ۸۷ خاصة الابدال 
5) ۸6۸۵( ۸۸) كذلك 0۰ ۸۷۸/8۷ C=‏ ۷( ۸۱۷) خاصة الدمج 


^B) ۷(4 ^C) (£)‏ )دك ۸۷ کذلك (8(۸)۸۷ 021۸۷ ۸۷)8 خاصة التوزیع 


البرهان 
قبل الدخول في برهان النظرية » نود الاشارة إلى أنه إذا كان لدينا تقرير واحد فإن عدد قم 
صوابه الممكنة إثنان » واذا كان لدينا تقريران مختلفان فان عدد قم صوابه| الممكنة . أربع »> واذا 


۳۳ 


كان لدینا ثلائة تقارير مختلفة فان عدد قي صوابها الممكنة نان » هذا ويمكن البرهان أنه إذا كان 
لدینا ۸ من التقاریر امختلفة فان عدد قم صوابها الممكنة يساوي 2۳ . 

والان سنبرهن أن الرابط ”۸“ يتوزع على الرابط ۷۳" (تارکین بقية البراهین على صحة 
الخواص الذ كورة كّارين للقارئ) . من أجل ذلك ننشي الجدول (۱--۱۲) والذي نستنتج 
منه صحة الطلوب كا یظهر في العمودین السابع والثامن . 
1 


| عم4 | هعم | © |18 م‎ | 8:6 \AKBVO | ARBIV(AAO 
|| <1 7 7 7 1 T 
۳ ۱۳۱ #۸ | F F T T T 
۳۱ ا‎ Tj F T 7 7 7 
7۲ | ع‎ | Fl كر‎ 3 F F F 
FF Fl ضر‎ F 7 F F 
۶ | 7۲۱ ۴ | 2 ۳ 3 
|| | ۶ T F F 

F | F‏ ۳ ضر PÛ‏ اع | جع 

جدول (۱--۱۲) 
مارين (۱--۱) 


: عين التقارير من بين التعابير الآتية‎  )۱( 

() إن أركان الاسلام خمسة . 

(ب) زوايا المربع حادة . 

(ج) + عدد كسري. 

(د) لا تخلف الوعد . 

(ه) ما أجمل التحلي بالأخلاق الفاضلة ! 

(و) 3×=0+× » حيث × عدد حقیق 

(ز) ماذا حفظت من سور القران الكريم ؟ 
(۲) في القرين )١(‏ إذا كان التعبير المذكور تقريراً » فحدد قيمة صوابه . 
(۲) في القرين (۱) أكتب نني کل تقرير. ۱ 
( أثبت صحة الفقرات الباقية من النظرية (۱--۰)۳ مستخدماً جداول الصواب . 


(ه) أكتب التقاریر البسيطة المكونة للتقارير المركبة الآتية : 


۳ 


)1( 
افيف 


(A) 


إلى 


(۱۰, 


9 


() إذا إجتهد الطالب فانه ينجح . 
(ب) تکون آطوال أضلاع الثلث متساوية إذا وإذا فقط كانت زواياة متساوية في 
القياس.. 
(ج) الشمس طالعة والمطر ينهمر. 
(د) مب محمد محالسة العلماء آو الأتقياء 5 
عبر عن کل من التقاریر الواردة في القرین (۵) بصورة رمزية . 
إذا كانت 4 ترمز للتقرير «نزل الطر» و 8 ترمز للتقربر «اخضرت الأرض» » فا کتب 
الترجمة الكلامية لكل ما يأتي : 
A^B (i)‏ (ب) ۸۷8 )>( ۸4۸13 (د) 8+-۸4 
~A ~B (j) ~A»B (9) 4B ()‏ 
إذا كان م ۰ ٩‏ تقريرين فأثبت أن : 
وموم ~q)=‏ واه > و۷( )عوجر 
ات آن : 
ر( 2-4يرج 2=× ۰ بطریقتین مختلفتين . 
ھپ 23319 ودار 
(ج) SES‏ 
أثبت أن التقارير الآنية صائبة منطقياً : 
(i)‏ ۸4۸۷۸ (ب) ۸420۸۷8 
)>( ۸ مرقاح+]اره رد) 4+ ۸۸ 
A~^B¬+B (a)‏ (و) (+-۸4)<-(() +-ظ) م (ظ -۸4)] 
أت صحة ما بأ : 


AB=(~AVB)A(~BVA)=B++4 (Î) 
AVB= جاح‎ An ~B) (ب)‎ 


۲۵ 


۳" 


(۱۳ 
(14) 
(6) 
(1% 


AVB=(A¬+B)+B (>) 

A¬(B¬+C)=(A¬»B)=+(4»C) (3) 

ین أي الأداتين -+ و تصلح لربط كل تقريرين فها يلى : 

. الشكل الرباعي مستطيل  الشکل الرباعي زواياه قوائم‎  )( 

(ب) الشكل الرباعي مربع ‏ الشكل الرباعي زواياه قوائم وأضلاعه متساوية . 

(ج) الشكل الرباعي معين ‏ أضلاع الشكل الرباعي متساوية . 

(د) الشكل الرباعي مستطيل -- قطرا الشكل الرباعي ينصّف كل منیا الآخر. 

(ه) الزاویتان احیطیتان مرسومتان في قطعة واحدة من نفس الدائرة ‏ الزاويتان 
امحیطیتان متساويتان . 

هل الرابط ١١ج‏ ) يتمتع بخاصة الابدال ؟ علل إجابتك . 

هل الرابط «+» يتمتع بخاصة الدمج ؟ علل إجابتك . 

هل الرابط ود یتمتع محاصة الدمج 1 علل إجابتك 5 

إذا کانت 2 ۰ 5ه ۰ ۴ ثلاثة تقارير مفروضة » افأثبت أن : 

(Î)‏ #مطصامهممادصعصامم 

Dv(EvF)=(DvE)v(DVF) )ب(‎ 


۳۹ 


الباب الثاني 


Sets احموعات‎ 


۱-۳ مقدمة 

إن «الجموعة» هي كلمة مألوفة لدینا نستخدمها دائماً في حياتنا اليومية » ولکن بستحیل تعریفها 
عو اورقا كر أحسن ما نقول عنها إنها مفهوم (0000600) رياضي شأنها شأن النقطة 
والمستقم والستوی . . وأول من استخدم نظرية امحموعات هو العام الألماني جورج نز 
(۱۸۶۵-- ۱۹۱۸ م) . وللمجموعات لغة ورموز خاصة بها ومد في حقيقة 2 الأمر أساساً ونتطلقاً 
لكثير من فروع الرياضيات المختلفة » فهي وسيلة ناجحة جداً اتوحید لغة الرياضيات واعتبارها 
وحدة معاسکة . وتکون الحموعة من أشياء متايزة » وجب أن تتحدد الحموعة تحدیداً دقیقاً لا 
یقبل اللبس » نعني بذلك أننا إذا أعطينا شيئاً ما فإننا نستطيع الحكم ما إذاكان هذا الشي* يتمي 
إلى المجموعة المفروضة أم لا . ومن أمثلة المجموعات : 

(۱) كليات جامعة الملك سعود 

(۲) طلاب كلية العلوم يجامعة الملك سعود 

(۲ دول العام . 

5 مموعة الأعداد الطبيعية : ... ,4 ,3 ,2 ,1 

(ه) مجموعة الأعداد : 3 ,2- ,8 ,1 


تعريف (۲--۱) 
تسمى الأشياء التي تتألف منها حموعة ما عناصر هذه المجموعة (أو نقاطها) . 
قال (۲--۱) 


(۱) العدد 4 هو عنصر من مجموعة الأعداد الطبيعية . 


۳۷ 


(۲) كلية العلوم هي عنصر من مجموعة كليات جامعة الملك سعود . 


سنرمز بشكل عام بحروف كبيرة : © ,... ,© ,8 ,4 للمجموعات ؛ وروف صغيرة 
ده... بت ,ط ,4ه لعناصرها . 


۲-۲ طرق تعيين (او تحديد) مجموعة 
تتعين (تتحدد) مجموعة ما 5 بإحدى الطريقتين الآتيتين : 
أولاً : 
بقة اخصر 
وهذه الطريقة عبارة عن كتابة عناصر انجموعة بين قوسين من النوع [ )۰ على أن توضع 
فواصل بين العناصر » ولا أهمية لترتیب العناصر هذه » كا أن تکرار عنصرفي احموعة أكثر من مرة 
لا يغير هذه المجموعة » فالعبرة بالعناصر الحتلفة (المهايزة) ‏ 
مثال (۲--۲) 
S={1, 2, 3, 4, 5( 1, 5, 4, 2,3( 0)‏ 
(۲) ( مد سدح جمیل » اصر ) -17 
(۳) قلم »> حصان » شجرة L={‏ 
V={6, -6(  )6, -6, 6, -6( 4‏ 


طريقة الصفة (أو الصفات» الميزة لعناصر المجموعة 

وهذه الطريقة کثیرا ما تستخدم عندما نستطیع الحكم على عنصر ما فها إذا كان أحد عناصر 
انحموعة أم لا بواسطة تحقيق هذا العنصر للصفة (أو الصفات) الميزة التي يحب أن بتمتع بها کل 
عنصر في هذه المجموعة وعندها نکتب المجموعة على الصورة الائية : 


(0«)ماء«) -5 


حيث × (متحول أو متخیر) عنصر إختياري من عناصر المجموعة 5 ؛ والخط الرأسي 0 | ( 


یی خیت ۰ بو( تعن 


تحقق خاصة أو خواص معينة روهذا ما نعنى به الصفة أو الصفات 
المميزة للعنصر <<« ) . 


۲۸ 


مثال (۲--۳) 
(۱) يمكن كتابة المجموعة 5 في الثال (۲--۲) كا يلي : 

[× عدد صحیح و << 1|۵)(<6< 9 
(۷) اذا کانت (25 ,9 ,4 ,5-11 فانه يمكن کتابتها بالشکل : 

[× مربع أحد الأعداد 5 ,3 ,2 ,21 ()ظ|») دک 
(۲) (* عدد صحیح موجب أقل من عشرة |×)=[9 ,8 ,7 ,6 ,5 ,4 ,3 2 ,5-1 
(5) (2-0- :+ 2|د)<(2- S={1,‏ 
(ه) [* دولة ها حدود برية مع الملكة العربية السعودية >(7)2|<)-7 . 

( الأردن » العراق » الکویت » قطر » الامارات التحدة » عن » العن الجنوبي » المن 

الشمالی ) -1. 
(5) ( )=× عدد فردي وف نفس الوقت × عدد زوجي ={x|P(x)=.‏ . 

إن الفقرة (5) من الثال (۷--۳) تشعرنا بالحاجة إلى مجموعة ليس لها أي عنصر » وقد 
اصطلح على تسمية هذه المجموعة : المجموعة الالية (560 لإامص) ويرمز ها بالرمز 4 
ملحوظة : 

إذا كانت 5 مجموعة ما فسترمز لعدد عناصرها بالرمز |5| 

لاحظ أن الخطين الرأسيين |١‏ ۱ لا يعنيان القيمة المطلقة . 


ال( 

عدد عناص ركل من المجموعات الواردة في المثال (۲--۳) هو : 5 8 6 9 26 5 0-0 
على الترتيب . 

تعريف (۲--۲) 


عندما يكون 6ه5|>5| فان المجموعة 5 تسمى مجموعة منتهية (اء5 عالصطط) . 
وعندما لا يكون ©5>إ5| فان المجموعة 5 تسمى مجموعة غير منتهية 
(Infinite Set)‏ 


۳۹ 


ملاحظات 

: إذاكانت ,5 هي مجموعة حروف اللغة الإنجليزية فاننا نکتب‎ )١( 
حرف من حروف اللغة الانجليزية | )= (2 ,... ره ,8 ,ه) = ر8‎ »( 

(؟) اذا كانت و5 هي مجموعة الأعداد الطبيعية فإننا نكتب : 


[× عدد طبيعي |») > [... ,4 ,3 :2 ,1) و5 


لاحظ أننا في كلتا الحالتين (۱) ۰ (۲) إستخدمنا النقط «. . .» لتدل على الاستمرار 
ویستخدم ذلك عندما ينتي الالتباس : 


سژال : 
عين كلا من |5| + ایکا . 


۳-۲ رهزا الانتماء والاحتواء 


إذا كانت (4 نك ,6 .ه)دى فإننا نقول إن العنصر 4 ينتمي إلى انحموعة 5 ونرمز لذلك 
بالرمز 05 (الرمز © يقرا ينتمي إلى أو عنصر من) وكذلك الحال بالنسبة لبقية عناصر 5 . أما إذا 
كان العنصر لا ينتمي إلى اجتموغة 5 فإننا نرمز لذلك بالرمز #۱ ) فنكتب مثلاً 645 . وإذاكانت 
٣= )0, »(‏ فإننا نلاحظ أن كلا من عناصر المجموعة 7 يتتمي إلى المجموعة 5 » ونعبرعن ذلك 
بقولنا إن احموعة 1 محتواة في احموعة 5 . آو ان 5 شري یدز 7۳ »> ويعبر عن ذلك 
رياضياً بالرمز 725 أو 7 82 . وإذاكانت 75 ۰ ولکن 5 غیرحتواة في ۳ ۰ فانا نقول 
إن 1 محتواة تماما في 5 وعندها نکتب 7-5 ۰ وهذا يعني أنه يوجد عنصر واحد على الأقل في 
5 ولیس في 7 . هذا وإذاكانت '(8,9 ,8-4 فان ۸ ليست غتواة في 5 لوجود عنصر 
واحد على الأقل في ۸ وليس في 5 ویعبرعن ذلك رياضياً بالرمز 5 8 أو 8 52 لأن و 
في حين أن 845 . 

ملحوظة 

إذا كانت 8ع6:65,...,۵ ,ره فسنکتب ذلك بالشكل : 5عه,...,یه,ره + 
وبالثل اذا کانت 7,5 ...1,5,۰ فسنکتب ذلك بالشکل :7,28 ,...::1 1۔ 


۳۰ 


٤٠۴‏ رهزا (دلالتا) الشمول والوجود 
Universal and Existential Quantifiers‏ 

إذا كانت 5 مجموعة ما غير خالية فكثيراً ما نستخدم في الرياضيات أحد التعبيرات المتكافئة 
التالية : 
() مها يكن 65 فان ۳0۵ ۰ حيث ۳0 تقرير أو جملة مفتوحة (تقرير دالي) . 
(۲) لكل کعد فان 200 ... . 
۳( من أجل أي 5 فان PE)‏ ... . 

يرمز عادة لأي من هذه التعبیرات بالرمز «... ()۷5:۳) ویسمی الرمز ۲ بدلالة 
الشمول . كا يرمز لذلك أحياناً بالشكل : «5ع۷:()ظ ...۱ . 

كا آننا نستخدم في الرياضيات أيضاً أحد التعبيرات المتكافئة التالية : 
(۱) بوجد 28« غیت 300 ... . 
(۱) يوجد على الأقل 65 ميت (ط .... 


ویرمز عادة لأي منها بالرمز « ...(*«)صد 3*5 » ويسمى الرمز 3 بدلالة الوجود. کا 
يرمز لذلك جا بالشكل :3375۲ () ...0. 


مثال (۲--8) 


. ×65 لتكن 5 مجموعة الأعداد الطبيعية وليكن التقرير ()8 هو 2<1+× حيث‎ )١( 
: إن هذا التقرير صائب کا مها كانت × من 5 ۰ ونعبر عن ذلك بالصورة‎ 
. ۷6: + 2< 1 

(۷) إذا كانت 5 مجموعة الأشكال الرباعية في الستوی » وکان (:۳6 هو التقریر «جموع 
قباسات زوابا الشکل *(5>5) يساوي 360 » فان هذا التقرير صائب دوماً ونعبر عن 
ذلك بالصورة : 25:۳0 ۷ 

مثال (۷-۲) 

)١(‏ اذا کانت 5 محموعة الثلثات في الهندسة التقليدية وکان (<) هو التقرير الدالي « × مثلث 


۳۱ 


قائم الزاوية» فان التعبير التالي صائب : 
S3 P(x)‏ ء 7 3 
(۷) إذاكانت 5 محموعة الأعداد الطبيعية وکان () هو التقریر الدالي 6 > 4+4 فانه یوجد 
5 میث يكون («)ط صائياً > ونعبر عن ذلك بالصورة : 3+4>6 35 ما هي 
قيمة < الق تجعل ()2 تقريراً ضائباً 66 . 
ملاحظات 
)0( نفي التقرير(<)5:0 76 . 
إذا كان التقرير « ۷5:۴۵ » خاطتاً : فاننا تعبر عن ذلك بالصورة : 
[(5:200ع ۷]ہ» وهذا يعني أنه يوجد على الأقل ×٤3‏ بحيث أن (0 تقرير حاط + وهذا 
العصیر يكن أن الترجمة رمزیا بالشكل : (۳- 5 3628 أي أن : 


.~[VxeS:P(x]=3xeS 3 ~P(x) 
. 3 65 نف التقرير (۳ د‎ )۳( 
: إذا كان التقرير (۳0 د 3×68 خاطناً » فإننا نعبر عن ذلك رمزياً بالشكل‎ 
بحيث أن (*) تقرير‎ ×٤5 3]~ہ» وهذا يعني أنه لا يوجد على الإطلاق‎ ×٤8 د‎ ۳([ 
صائب ؛ وععنی آخر فإنه مها يكن 5ع» فان (:) تقرير خاطي » وهذا التعبير يمكن أن‎ 
: نترجمه رمزياً بالشکل :(۳ :۷:5 ۰ أي أن‎ 

P(x)‏ < :۷:65 < [(۲ 3 3:65 ]ند 
استناداً إلى اللاحظتین (۱) ۰ (۳) نکون قد برهنا صحة النظرية التالية : 
نظرية (۲--۱) 


~[VxeS:P(x)] ذه‎ xeS 3~ P(x) )۱( 
~[3xeS3P(x)] جه‎ ۷ xeS:~ P(x) )۲( 


منال (۲--۷) 

بفرض أن 5 هي مجموعة الأعداد الحقيقية . أنف كلا من التقارير الآنية : 
(۱) *<<|*|: 6 ۷ (۲) زد 2مزو 5 388 

(5) << 1 + 6:2 ۷ (4) 2-1 + 5 5ع 3 


۳۳ 


ال 

~[VxeS:|lx|=x]=3xeS 3~(|x|=x) ت‎ 3*75 3 |x|#X )۱( 

~[3xeS3x=x]=VxeS:~(x?=x)=VxeS:x*#x (¥) 

v~[VxeSix+l>x]=3xeSa~(x+1>x)=3xeS3x+1 <x )۳( 

~[3xeS3x+2=x]=VxeS:~(x+2=x)=VxeS:x+2#x (6) 

تعريف (۲--۳) 

نقول ان احموعة 1 مجموعة جزئية من احموعة 5 اذاکانت 7 محتواة في 5 أي آن : 
5 ع« ۷ جه TSS‏ 


هذا ویقال ان 7 مجموعة جزئية فعلية من المجموعة 5 |ذا كانت 1>5 . 


سزال 
متی تکون المجموعة 1 محموعة جزئية غير فعلية للمجموعة 5 ؟ 
تعریف (8-۲) 
تقول عن مجموعتين ۸ ۰ 8 انیا مصاویتان ونکتب 4-8 إذا كانت ۸8 و 8۸ أي 
أن : 
(مع هام ره 4)حه ‏ < ۸ 
مثال (۲--۸) 


إذا كانت ۸ هي الحموعة الى عناصرها أرقام العدد 6125 وکانت 8 هي المجموعة الي 
عناصرها هي أرقام العدد 1652 فان 4-8 لأن [4=)6,1,2,5 ۰ (5,2 ,6 ,8={1 
وواضح أن AB‏ و B54‏ وبذلك یم التساوي . 


نظرية (۲--۲) 
امجموعة الخالية 4 محتواة في أي مجموعة أخرى مها كانت . 
البرهان 


لفرض أن 5 مجموعة ما ولنبرهن أن 6-35 من أجل ذلك نکتب 
5 ع« 3 ه 5 © 4 


۳۳ 


وحيث أن ۵ مجموعة خالية فان وجود العنصر × مستحیل وبذلك يصبح الفرض 
15 خاطاً » وبالثالي جب أن تکون 425 . 


الجسزهة الخالية © وحيدة . 

البرهان 

لفرض أن .© مجموعة خالية بحيث ۵,۸ ولثبت بطلان هذا الفرض كا بلي : 
إن (۱) ,454 لأن © مجموعة خالية وفق النظرية (8-5) » 
وكذلك (۲) ۵,24 لأن ,4 مجموعة خالية وفق النظرية (۰۲-۲ 
من )١(‏ ۰ (۲) نجد أن 4,۵ وفق التعريف (4-۷). 


مارین (۱-۲) 
(۱) آکتب عناصر کل من الحموعات الآثة : 
(أ) احموعة التي عناصرها حروف الکلمة «فلسطين» 
(ب) المجموعة التي عناصرها أرقام العدد «20501» 
(ج) المجموعة الي عناصر‌ها امحواس النمس 
(د) × أحد آرکان الاسلام |×) 
(ه) x>‏ جذر حقيق للمعادلة 1-0 + ×|×) 
(۷) أكتب كلا من المجموعات الآنية بدلالة الصفة المميزة لعناصرها : 
(أ) (6,7,8,9 ,5 ,4) =4 (ب) (25 ,16 ,9 ,4 ,1) = 8 
(ج) (... ,12 ,9 ,6 ,143 -© (د) [السعودية » الأردن » سوريا » الكويت »› تركيا » 


إيران ) 


(۲) إذا كانت [(4-10,1,2,3,4 فأوجد |5| في الحالات الآنية : 


(i) S={x|(xe A) ^ (2x —4=0)} (ii) S = {x|(xe 4) ^ (2x > 4)} 
(ii) S={x|(xe 4)^ (x +1 >0)} (iv) S= {x|(xe 4) ^ (x? =0)} 
(v) S={x|(xe A4) ^ (x? — x =0)} (vi) S= {x|(xe 4) ^ (2x +1 0)} 


۳ 


(5 


09 


(10 


أكتب كلمة صح أو خطأ آمام کل ما بأني مع التعلیل : 

() 0۵ (i) (0)-م‎ (i) (ر)عر‎ (iv) )<( ۵, {x} 
)( x={x} (vi) {(}ef{x} (vii) (e1, {1)} 
5 {ala —-2«+1=0}={x|x—1=0} (ix) {(Lm,t} ¢ { {1 m,u} 
(x) {x|2x? - 5x + 2 =0} = {(x| 263 - 5x2 +2 0 

أي من العبارات الاتية تحدد محموعة مع التعلیل ؟ 

(أ) موعة الكلات الصعبة في اللغة العربية 

(ب) مجموعة النازل الجملية في مدينة الرياض . 

(ج) مجموعة الأعداد الطبيعية الواقعة بين العددين 7 » 105 . 

(د) مجموعة الأعداد الكسرية الواقعة بين العددين 1 ۰ 2 . 

أذكر ما إذا كان كل من التقارير الآنية صائباً أم خاطقاً : 

(أ) مها يكن العنصر × من مجموعة الأعداد الطبيعية ۸۷ فان 1>0-× 

(ب) يوجد مثلث د من مجموعة الثلثات 7 بحيث يكون اد حاد الزوايا . 

(ج) مها كان العنصر 2 من مجموعة الأعداد الزوجية 8 فإنه لا يكون عدداً فردياً . 

(د) يوجد عدد × من مجموعة الأعداد الطبيعية ۸ يحيث يكون × عدداً أولياً 

وزوجياً . 


60 إستخدم الرموز الرياضية ركلا أمكن ذلك) للتعبير عن كل تقرير ورد في القرين (5) . 

(۸) أنف کل تقرير ورد في القرين (5) . 

(9) أنف كل تقرير ورد في القرين (۷) . 

ره إذا أعطينا التقرير : 56۷ 11:۷< 5+ × » فأكتب المجموعتين ,5 » وک یځ یکون کل 
عنصر في ,5 يجعل التقرير خاطتا یغا كل 'عنصر في و5 جعل التقرير صائباً » علماً بأن × 
محموعة الأعداد الطبيعية . 

Power Set لمجموعة القوة‎ ۵-۲ 


تدعى مجموعة كل المجموعات الحزئية حموعة ما 5 «مجموعة القوة» ويرمز ها بالرمز (5)م . فثلاً 
إذا كانت [»,0.) -ى فان مجموعة القوة ها هي : 


S}‏ مك {a}, {b}, {e}, {a,b}, {ac}, {b,‏ ,4) ع ركام 


۳۵ 


ملاحظات 
(۱) لاحظ أن عناصر مجموعة القوة هي مجموعات أي أن (5)م5 ,... ,(0) ,4 » في حين 
آن 525 ,..,(۵,)۵ . 
(؟) من اللاحظة (۱) نستطیع أن نعرف محموعة القوة لمجموعة ما 7 كا بلي : 
( 1۸۱۸ -(2)7 


(۳) باستخدام الملاحظة (۲) نستطيع أن نکتب الجدول الآثي : 


الكاما (5)م ا5ا 5 
1=2° )19 ۳ 9 

{a} 1 {%, {a}} 2-3 
{a,b} 2 (¢, {a}, {b}, lab} } 4-2 
{a,b,c} 3 {a}, ..., {a,b,c} } ٩-3 
۳ 4 {%4}, .... ([لترطيه)‎ 16-4 
موده‎ f | «| A ليق‎ ea taca] | =F | 
)٩-۲( مثال‎ 


إذا كانت 5 مجموعة ما محيث 8 |5| فأثبت أن "8(|=2)م| . 
الحل 
عناصر المجموعة (5)م تتكون من جميع المجموعات الزئية للمجموعة 5 أي أن : 
(41425) >-(5)م ۰ ولا كانت الحموعات الجزئية الحتلفة للمجموعة 5 هي كا بلي : 
مجموعة جزئية واحدة خالية من العناصر هي ۵ ۰ 
مجموعات جزئية كل منبا مكون من عنصر واحد وعددها =.=( ۱ 


n\ n(n—1)...(n—r+1) 04 8 , 75 7‏ 
حموعات جزئية كل منها مكون من 7 عنصرا وعددها = د ڪڪ ( 


جوت ری موب عضو سم 


۳۹ 


فن الواضح أن |(5)م|- المجموع الكلي للمجموعات الكرتية للمجموعة ٩‏ أي أن : 


50000 +1- إركاما 


حسب نظرية ذات اتيم 1+1(۳)-(5)م| 
<< 


ملاحظة 
هناك طرق أخرى لاثبات الطلوب في الثال .)٩-۲(‏ 


۱-۲ العمليات على المجموعات (جبر احموعات) 5اه5 0۶ 4182622 


الاتاد Union‏ 
إذاكانت (4 ,3 ,2 ,5-11 ۰ (4 ,3- ,1,2-)-7 فان إتحاد الجموعتين 5 ۰ 7 ويرمزله 
بالرمز "7دک (يقرأ 5 اتحاد 7 ) عبارة عن أصغر محموعة تحوي كلا منیا أي أن 

(3- ولاك 4 ,3 ,2 ,1) 7دک لاحظ أن دوك 8 وأن 757 . 
تعریف (۲--8) 
إذا كانت 4 ۰ 8 محموعتین فان اتحادهما هو احموعة ۸4 العرفة كا بلي : 
AuUB={xl(xe 4)v(xe B)}‏ 
ويمكن تعمم هذا التعريف ليصبح على الصورة : 
إذاكانت ,4 , ...د ,4 مجموعات مفروضة فان اتحادها هو المجموعة المعرفة كا بلي : 
ريا نا.. .نوك نا رك ع4 U‏ 
={x| (xe 4,) v(xeA4)v...v(xeA,)}‏ 56 
={x|3iaxe4,, n> i> 1}‏ 

التقاطع Intersection‏ 
إذاكانت (4 ,3 ,2 ,5-1 ۰ (4 ,3- ,2 ,7-1-1 فإن تقاطع المجموعتين 5 » 1 ويرمز 
له بالرمز 57 (ويقرأ 5 تقاطع 7 ) عبارة عن أكبر يجموعة جزئية محتواة في كل من 5 » 
7 في آن واحدء أي أن  ٩67-)2,4(‏ لاحظ أن 56125 وأن ۹671 إن 

هذايعني أن 5071 مكونة من جميع العناصر المشتركة بين 5 : 1 


۳۷ 


تعريف (۲-۲) 
إذا كانت 4 ۰ 8 مجموعتين فان تقاطعها هو المجموعة 8 العرفة كا يلي : 
ANB={x|(xe 4)^ (xe B)}‏ 
هذا ويمكن تعمم تعريف التقاطع ليصبح كا بلي : 
إذا كانت An‏ وت 42 درل حموعات مفروضة فان تقاطعها يعرف کا يلي ۳ 
4۸4۰۰44 درل 0( 
i=1‏ 
{x|l(xe ۸ (۸) 4)^... (xe A,)}‏ = 
={x|VExXEAg n> i> 1}‏ 
ملاحظة 
يقال عن مجموعتين 4 ۰ 8 انبا منفصلتان إذا وإذا فقط كان 4 = 408 . 


۷_۴ امموعة الشامله (الكلية) Universal Set‏ 


إذاكانت 5 مجموعة ما فان أية مجموعة ۸ تحقق الشرط 52 بمكن اعتبارها محموعة شاملة 
بالسبة للميجبوعة 5 م وکن سم خاک كا يل 2 ۳ 
إذا كانت ,5 ,...,:5 ,5 محموعات فان أية حموعة ۸ تحقق الشرط 5,8 دا : 

يمكن اعتبارها مجموعة شاملة بالنسبة للمجموعات ,8 ,...,,5 . ۳ 

مثال (۱۰-۲) 

(۱) إذاكانت (3 ,4<)1,2 فان ۸ نفسها ۰ (3,4 :2 با .1,23 
كلها صالكة لأن تکون حموعات شاملة بالسبة للمجموعة ۸ . 

(۲) اذا كانت ظط ,)= ,4 ۵ my‏ =4 › ,)یه فان ومن ي4مدرل › 
c}‏ ونا b, l, m, u,‏ ,4] -8 ۰ ۳ حرف من حروف اللغة الانجليزية |8<)2 کل 
مها عکن اختيارها لتكون مجموعة شاملة بالنسية للمجموعات و4 ريك ررك . 


ملاحظة 
إذا اختبرت انحموعة الشاملة فیجب تلبیتها في السألة الواحدة . اذ لا يحوز اختیار أكثر من حموعة 
شاملة في المسألة الواحدة . 


۳۸ 


۸-۲ متممة (مكلة) مجموعة Complement of a Set‏ 
إذا كانت (4 ۰ ,ط ,ه) =۵ وكانت (» ,4-185 فان احموعة (4 ,ه) =8 تدعى متممة 4 
بالنسبة للمجموعة © ويرمز ها بالرمز ۸ اي أن "8-۸4 . لاحظ أن : 
AuA4'=Q )١(‏ (۲) ۸6۸-4 
تعریف (۲--۷) 
إن متممة محموعة ما 5 بالنسنة محموعة شاملة © تعرف کا يلي : 
((5 )۸ (۱)۳66<) < 5۳ 
مذال (۱۱-۲) 
إذا كانت (2- ,1- ,2 ,2-11 فأوجد متممة کل من المجموعات الآتية بالنسبة للمجموعة 
ل 
û {1L -1( Gi) )1,2,-2( (i) {-1}u{2} (iv) )2(2)2, -2(‏ 
(vi) 2‏ ©() 
الحل 
(2- ,1) > ((2أن(1-)) Gi)‏ (1-)ك“(2- ,2 ,1) û )1, -1('-)2,-2( (i‏ 
و- 90 tv) (2}n{2, -2[( ={1, -1, -2( (۵-۵ (vi)‏ 
تعريف (۲--۸) 
إذا كانت 4 ۰ 8 مجموعتين فان الفرق بين 4 ۰ 8 (أو حاصل طرح 8 من 4 ) يرمز له 
بالرمز 8 - 4 ويعرف كالآتي : 
B)}‏ ۴ ^)4 )۸-8 
ناك (۲--۱۲) 
إذا کانت ( ,ظ )=4 ۰ (ء ,)=8 فان : 
(۱) (0) ۰۸-8 وفق التعریف (۲--۸). 
(۷) 4=[ 8-4-1 ۰ وفق التعریف (۲--۸). 


۳۹ 


إذا كانت 4 ۰ 8 مموعتین » وفرضنا أن ۵ هی المجموعة الشاملة فأثبت أن 


"۲ -< 3 - ۸ 
الحل 
وفق التعريف (۸-۲) A-B=(x|(xe 4)^ (x¢B)}‏ 
لأن 6 جه {x|(xe 4)^ (xe B')} x¢B‏ = 
وفق تعر يف التقاطع '8م4 = 
تعريف )٩-۲(‏ 


الفرق التناظري مجموعتين ۸ ۰ 8 يرمز له بالرمز 4۸۵8 (يقرأ 4 دِلْتا 8 ) ويعرف كالآقيٍ : 


[للغعدم قعء) ۸۵۱۷ ۸۴-۱۱6۸ ۸ 


= {x|xe(A4-B)vxe(B— 4)} أو‎ 
=(A-B)u(B— A4) او‎ 
)۱4--۲( منال‎ 


إذا كانت B={n,p,s} ۰ ۸) m,n, t}‏ فان : 
AAB=(A4—B)u(B—4A4)‏ 
s}‏ بصا[ (l,m,‏ = 
S5}‏ رما my,‏ ,1{ = 
سؤال 
هل ۵4 8-8 د ۸ ؟ 


Venn Diagrams أشكال قن‎ ۲ 


جون فن عالم رياضي إنجليزي ۱۸٤۳(‏ ۱۹۲۳ م) . وهو أول من استخدم الأشكال لقثيل 
احموعات؛ وقد ساعد استخدام الأشكال في تصور وإدراك وتذليل كثير من الصعوبات فيا يتعلق 
بنظرية المجموعات . غير أن استخدام آشکال قن في برهنة النظریات غير مرغوب فيه : لوجود 
طرق أفضل وأدق في التعبير وإنما يكتفي بأشكال 3 للتوضيح فقط . 


00 


لقد مثل قن المجموعة برقعة مستوية محاطة بمنحن مغلق لا يتقاطع مع نفسه » كأن تحاط 
عناصر المجموعة بدائرة أو مستطيل أو نحو ذلك ۰ فثلا إذا كانت (ع ,8 ,ه) =8 فان شكل فن 


الذي يمثلها هو : 


وب تخدم الشکل الستطیل كثياً ۲ هثل انجموعة الشاملة © مثلا > بيغا توضع انحموعات 
الجزئية على هيئة أشكال بيضاوية أو دائرية داخل هذا المستطيل . 


مثال (۲--۱۵) 


إذا كانت [6 ,5 ,4 ,2,3 ,1)-9 ۰ (۱,2)-۸ ۰ (3 ,2)ظ ۰ (3,4,5)-0© فإنه 


مکن تل ذلك بالشکل (۱-۲). 


شکل (۱-۲) 
مثال (۲--۱۰) 
إذاكانت احموعات © ۰ 4 ۰ 8 ۰ © كا وردت في المثال (۲--۱۵) فاستخدم أشكال 
فن لتوضيح كل من : 
AUB )١(‏ (؟) ANB‏ (۲) 0-8 7 42 


۱ 


الحل 
إن الأجزاء الظللة في الأشکال (۷--۰)۲ (۷--۰)۳ (۰)4-۲ (لاسده) توضح 
الطلوب على الترتيب . 


شكل (4-۲) شكل (8-۲) 


۱۰-۳ جداول الانتماء 


تعرف جداول الانتماء بطريقة مشاب تماما للطريقة التي عرفت بها جداول الصواب (الحقيقة) 
في باب النطق . فذا كانت 374 محموعة مفروضة وکان × عنصراً ما > فاما أن یکون 3ع 
وإلا فان 45 ونعبر عن هذا (اختصارا) بالجدول (۱-۲) . وإذا كانت ,5 ؛ و5 مجموعتين 
مختلفتين وغير خاليتين » وكان × عنصراً ما » فان الحدول (۲--۲) يصف الاحتالات الممكنة 
لانتماء هذا العنصر أو عدم إنتائه للمجموعتين,5 ۰و5. 


بف 


)٩-۲( جدول‎ 


جدول (۲--۳) جدول (4-۲) 


هذا وعکن تعمم هذه الفكرة لتشمل أكثر من محموعتین مختلفتین . والان لننشي جداول 


الانتماء الخاصة بیعض العملیات معتمدین على التعاریف الأساسية لتلك العملیات . 
أولاً : 

جدول الانتماء لعملية الانحاد لمجموعتين 4 ۰ 8 مبین في الجدول (۲--۳). 
انیا : 

جدول الانتماء لعملية التقاطع محموعتین ۸ ۰ 8 مبين في الحدول .)٩-۲(‏ 


۸-9 8 | ۸ 7 
3 ع | ع ۳ 
3 ¢ اع 3 
¢ > | #۶ ¢ 
| ¢ |#اع ¢ 
جدول (5-5) 


جدول (۲--۷) 


جدول الانتماء لتممة مجموعة 4 بالنسبة لمجموعة معلومة مبين في الجدول (۲ه١)‏ . 
رابعاً : 
جدول الانتماء للفرق بين مجموعتين 4 ۰ 8 مبين في الجدول (۲-). 


يوذ 
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خامسا: 
جدول الانتماء للفرق التناظري مجموعتين ۸ » 8 مبين في الحدول (۲--۷. 


ملاحظات 

(۱) يمكن استخدام العددين ۰1 0 عوضاً عن الرمزين © ۰ ۶ على الترتيب في جميع جداول 
الانشماء . 

(؟) لاحظ أن جداول الانتماء مبنية على أساس التعاریف ‏ وبالتالي فن الممكن (عتبارها 
صالحة كتعاريف للاتحاد والتقاطع و . . . الخ . 

(۳) إن جداول الانتماء وسيلة ناجحة وسهلة جداً في برهنة كثير من النظريات المتعلقة 
باجموعات والعمليات علا . 


۱۱-۲ بعض الخواص (النظریات» الهامة في جبر المجموعات 


بفرض 4 2 8 > © مجموعات جزئية من مجموعة شاملة © » يمكن بسهولة برهان الخواص 
(النظريات) الاتية : 


(û) ۸۸-۸ (Û) ۸۵۸-۸ خاصة اللاغو‎ 
(ii) AuB= BUA (i ANB= BNA خاصة الابدال‎ 
(ii) (AuB)uC = AuU(BUC) (ii) (ANB)NC = AN(BNC) خاصة الدمج‎ 
(iv) AuU(BNC)=(AuUB)Jn(AUC) (iv) AN(BUC)=(ANB)u(ANC) خاصة التوزیع‎ 
)۷( 4۸4۵ - 4 0 ۸44۵ وعد‎ 

(vi) 4۵6 < 0 (vi ۸466-۸4 

(vii) O 4 (vii' ¢ =Q 
(viii) (4')' = 4 

(ix) AuA'=Q0 (ix) ANA'=¢p 

(x) (AUB) = A'NB' (x)' (ANB) = A'uB' . . . قانونا دومورجان‎ 


(x) ۸ هج‎ > ۸ 

(بفرض أن 4 ۰ 8 محموعتان غير خالیتین و 8عو4) ۸-88-۸۰۰۰ (xii)‏ 

(xiii) ABs A 

والآن لنبرهن الخاصة () والتي تنص على أن عملية الإتحاد تتوزع على عملية التقاطع » تاركين 
البقية کمّارین للقاري . 


٤ 


طريقة أولى 
استخدام التعاريف : 
وفق تعريف الاتحاد C)}‏ م هاعع Au(BNC)= {x|(xe 4) v‏ 
وفق تعريف التقاطع C)}‏ ععدماقعع) ۸۱۷ ={x|(xe‏ 
[(xe A4) v (xe C)]}‏ م {x|[(xe A) v (xe B)]‏ = 
لأن آداة الربط ۷۰ نتوزع على أداة الربط (۸) . 
وفق تعريف الإتحاد C)}‏ نع( ={x|xe(4 u‏ 
وفق تعريف التقاطع (0 نمام ره ب 4)- 
طريقة ثانية 
بإستخدام جداول الانتماء نجد أن : 
العمودين السابع والثامن متساويان کا يظهر في الحدول (۸-۲). 


6ن-4امهب4) |[ 0مهانم | C jA4uB | AuC | BAC‏ 
١ 6 6 € 3 €‏ € € 6 
ع 3 3 3 3 ¢ | ع | ع 
3 € 3 3 3 ع | #۶ | ع 
3 3 ¢ 3 ع ۱ #۶ ۱ ۶ | عء 
3 3 3 3 6 | 3 ۱ ۱ #۶ 
3 # ¢ 3 # | > | # 
¢ 3 3 چ 3 ع | ۶ | # 
اک E3‏ زر ۶ 3 ¢ HE‏ 
جدول (۲--۸) 
عارین (۲--۲) 
(۱) بفرض ((1) ٩<)1,‏ عين العبارات الصحيحة والخاطئة معللاً اجابتك : 
)\( 5ع1 5 {es‏ © کی (1) (o) QeS (f)‏ 5 ۵ 
pep(S) )5(‏ )¥( (كامء ۵ Sep(S) )٠١( 5 25 (4) SeS (A)‏ 


ISIl=lp(S)l (16) {{l}}ep(S) )۱۳( {1} 5ع((1)) (۱۲) 5 ع‎ (11) 
.5 > 5 )۱۷ {Q}ep(S) (17) {%} c p(S) (1°) 
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(۳) 


(4 


(0) 


الى 


افو 


الك 


إلى 


إذا كانت (1,2,3,4,5)-4 › [1,1,2- ,2-)=8 » (1,4- ,6-1-3 فتحقق من 
صحة جميع الخواص (النظریات) الواردة في البند (؟  )١١‏ معتبرا المجموعة الشاملة 
هي 0 ناه ب 82-۸ 

إذا كانت 4 ۰ 8 »€ كا في القرين (۲) فاستخدم أشكال ن لقثيل المجموعات 
الاتية : 


AN(BNC) (f) ANC )"« (AuB)uC )۲( AuB )۱( 
مق‎ 0 (A) AuUA' (VV) (ANB)Ju(A4nC) )5( An(BuUC) (°) 
AAB (11) 8-6 (1۰) ۸ )٩( 


بإستخدام التعاريف فقط أثبت صحة جميع الخواص من  )(‏ (لذةو) الواردة في 
البق 7و . 
أثبت صحة جميع الخواص المذكورة في البند )١١-1(‏ مستخدماً جداول الاتتماء كلا 
أمكن ذلك . 
إذا كانت 4 » 8 ۰ © مجموعات جزئية من مجموعة شاملة © ؛ فرتب اليجموعات 
الآنية بحيث تكون كل واحدة منها محتواة في المجموعة التي تليها : 

¢, أن‎ Q, AUB, ANB, B, AUBUC, ANBNC, BNA 
برهن صحة كل مما يأقي مستخدماً الفواص‎ )١( بفرض 4 ۰ 8 6۰ كا في القرين‎ 
الواردة في البند (۱۱-۲) [أي المطلوب الإثبات دون اللجوء إلى استخدام التعاريف او‎ 


جداول الانتماء] . 

(ANB)u(ANB')= (AUB)N(AUB')= A (۱) 
[A4'n(AuB)]' = AuB' 5) 

[A4'n(BNC')]'= AuUB'UC )۳( 

)۸()۸۲ (4 43 


بفرض 4 ۰ 8 6۰ کا في القرين (5) ثبت أن : 
(AAB)JAC= AA(BAC)‏ 
إذا كانت ۵ جموعة جمیع الناس وکانت 2 


3 


(د انسان مسلم ۱ <۸ 
[× إنسان أمي B= {xl‏ 
(* إنسان عمره يزيد عن ٩۳‏ سنة |«0-1© 


: فأجب عا يأني‎ 
: (أ) م تتكون المجموعات الآتية‎ 
(i) ۸ (i) ANB (iii) B'nC' (iv) BUC (v) AN(BNC) 
(vi) A'u(BNC) (vii) ی‎ (viii) ۲ (ix) BAC’ (x) (BNC) 


(ب) استخدم أشكال فن لتوضيح الفقرات الواردة في الفقرة 0 
رم إذاكانت به عراف ا عموعاك خزة عن وة قافلة © قات أذ + 


0 4 -زاب) 6 خي (,-1,2:۰۰) 12 


tel iel 


(ب) ۸ لا - | 0( 4 حیث 12e}‏ بكر 


iel‏ ]ءا 


(ج) هل يصلح ما جاء في الفقرتين (أ) » (ب) لأن يكون تعميماً لقانوني دومورجان ؟ 


۱۲-۲ اللمجموعات العددية Sets of Numbers‏ 
أولاً : 
محموعة الأعداد الطبيعية وسترمز ها بالرمز ”2 ۳1 .(Natural numbers) N‏ 


اق أف 1--1,2:3,۰) - * ۱۷-72 


وتسمی یا جموعة الأعداد الصحيحة الموجبة ( Positive Integer numbers‏ ) وهي أقدم 
الااعداد استخداما . 
ثانياً 
محموعة الأعداد الصحيحة السالبة ( Negative Integer numbers‏ ) ونحصل عليها من +2 
بضرب کل عنصر من عناصر *2 بالعدد ( 1- ) وسنرمز لها بالرمز 2 أي أن : 

کے وراد 3 


4۷ 


0 


ثالثا : 
جموعة الأعداد الصحيحة ( 1nteger numbers‏ ) وسترمز ها بالرمز 2 ونعرفها كما بل : 
Z=Z u{0}uZ*‏ 
رابعاً : 
مجموعة الأعداد الكسرية (أو النسية 5 القياسية : Rational numbers‏ ) وسترمز 
ها بالرمز © ونعرفها كا بلي : 
موم[ (=P‏ 0-1 
خامسا : 
حموعة الأعداد الحقيقية ( اصن لمع ) وسترمز فا بالرمز © وهي مجموعة تحوی تماما 


اس © کا نحوى أعداداً أخرى مثل × ۰ © ( ۵ العدد النبيري) والجذور الصم (مثل : 
1 ل ره N‏ ) » نصقة عامة فانبا مک نة من جميء الأعداد ال و مكن تشلها عل 


مستقع موجه 82 . وبعبارة أخرى فان أي عنصر في © يقابلة نقطة من نقاط الستقم 
۷ كا أن أية نقطة من نقاط هذا الستقم يقابلها عنصر في © . 
سادساً : 
جموعة الأعداد المركية (أو العقدية : nubs‏ exاComp‏ ) وسترمز ها بالرمز © وهي مجموعة 
تحوى عاما احموعة ‏ ويمكن تعريفها كا يلي : 
((1- ع )۸( ۲۸ ex + yi] ^ [(x,‏ (ر یم ]ازریم 
ملاحظات 
(۱) بفرض © ۵*۰ ۰ ۴ > *8 فا نفس الدلول الوضح في حالة ۰27 *2 یکون 
لدینا : 
* هن (0)ن- (i) R=R‏ * 0ن (0]ن - © - © )( 
(۲) سنعرف *2 کا يلي : (2-10-*2 وكذلك الحال بالنسبة للمجموعات * 
R*‏ ¢ *6. 
(۳) لقد تم توسيع محموعة الأعداد *2 إلى المجموعة 7 نتيجة الحاجة إلى حل معادلات من 
الشكل : 2=0+× 
)٤(‏ لقد ثم توسیع مجموعة الأعداد 2 إلى المجموعة © نتيجة الحاجة إلى حل معادلات من 


الشكل : 2-1-0 


1۸ 


2) 


(1) 


لقد تم توسيع مجموعة الأعداد © إلى احموعة 8 نتيجة الحاجة إلى حل معادلات من 


الشكل : 2-2-0 
لقد تم توسيع مجموعة الأعداد ۴ إلى المجموعة © نتيجة الحاجة إلى حل معادلات من 
الشكل : 1=0+*× 


(۷) تسمى المجموعة [0)ا*2 مجموعة الأعداد الكلية ( Whole numbers‏ ( أو جموعة 
الأعداد الصحيحة غير السالبة ) Non-negative integers‏ ( . 
@ إن 
ات > 2-0 27 <- *7 
٩۳-۲‏ مبدأ الثنوية (أو الازدواجية) Duality Principle‏ 


ينص هذا المبدأ على أن صحة علاقة ما تقتضی صحة علاقة أخرى » شريطة أن تکون العلاقة 
الثانية ناتجة عن العلاقة الأولى بعد الاستعاضة عن كل إشارة من الاشارات الآتية بالإشارة الثنوية 
ها ؛ وكل مجموعة با مجموعة الثنوية فا : 


۱ الأشارة أو المجموعة 


۶ ع| ule‏ ۱۸۱ ©- احموعة الشاملة 


۱ ثنويتها ۶ ددم نا | ۸4 | 02۲-۵ المجموعة الخالية 
۱ ۱ 
de‏ (۲--۱۷) 
آوجد ثنوية کل ما يأتي : 
A (i) (AuUuQO)Ju(AN¢)=0‏ - رقب 46)4 )( 
8 < ۸8 جه (iii) AN(BUC)=(ANB)u(ANC) (iv) AGB‏ 
امحل 
A'u(A'nB')= A’ (i) (A'NQ)n(4'u0)= ¢‏ )( 
۸6-۲ جه (ii) A'u(B'NC')= (A'UB')^(A'uUC') (iv) A2B'‏ 
مثال (۸-۲) 
أثبت صحة العلاقات الآنية : 
AN(AUB)= A (ii) (AuQ)Ju(AN¢)=0‏ )( 
(iii) EU(ENF)= E (iv) (ENQP)N(EUQ)= ¢‏ 


1۹ 


الحل 


(i) AN(AUB)= (A^A)JU(ANB) (لأن ۸ تتوزع على ن)‎ 
= Au(ANB) 
=4 (لأن ۸ ظ۸۵)‎ 
(i) (AURJu(A^4)= up ) ۸۵۵-۵۸۵ (لأن‎ 
=0 


هذه العلاقة صحيحة لأنها تطابق تماما العلاقة الثنوية للعلاقة التي أثبتنا (iii)‏ 
صحتها في الفقرة (1) » [أنظر الثال (۷-- ۷ الفقرة (0] . 
وبالثل هذه العلاقة صحيحة لأنها تطابق تماماً العلاقة الثنوية للعلاقة (iv)‏ 
اك أثبتنا صحتها في الفقرة (1) [انظر المثال )١175(‏ الفقرة (3) ] . 
ا 
() أكتب ثنوية كل من (©466)ن(468)- © نب )مك (AuUB)JuC= Au(BuC) (ii)‏ )( 
(ب) بفرض أن كلاً من العلاقتين () : (1) صحيحة ؛ استخدم هبدأ الثنوية لاثبات صحة 
کل من العلاقتین التالیتین : 
(ANB)NC = AN(BNC) (1)‏ 
AuU(BNC)=(AUB)N(AUC) (¥)‏ 


Principle of 
Mathematical Induction مبدا الاستنتاج الرياضي‎ ۱-۲ 


إن مبدأ الاستنتاج الرياضي (أو الاستقراء الرياضي أو التراجع ) وسيلة قوية في برهان الكثير من 
النظریات والسائل التي تتعلق بأعداد صحيحة موجبة ؛ فعلی سبیل الثال لو طلب منا اثبات أن 
التقرير الآتي صائب . 


_ 7+ 1) 


:VneZ*‏ «+1+2+34+4+۰۰۰ع (م)م 


فإننا نلاحظ بالتجريب أن التقرير ()2 صائب من أجل 1,2,3,۰۰۰,20-" مثلاً ولكن هذا لا 
يسمح لنا مطلقاً بأن نقول إن التقرير ( صائب من أجل 7<20» لأن مثل هذا الادعاء هو 
محرد دس لا يصح قبوله رياضيا ما لم تؤيد صحته بالتجريب (وهذا أمرلا ينتهي) أو بالاثبات 
بشكل منطتي . وفذا فقد توصل الرياضيون إلى نظرية هامة تعرف يبدأ الاستنتاج الرياضي » 
يستند إليها في برهان صحة مثل هذه المسائل الرياضية . 


وهم 


نظرية (۲--۳) 
مبدأ الاستنتاج الرياضي . 
إذا كانت *2 => 5 تحقق الشرطين التاليين : 


5 )1( 
5 ++ د 5 (2) 


فان : *2-ى 


البرهان 
لنفترض أن 5- +2-2 فيكون أمامنا حالتان لا ثالثة ها : 
الحالة الأولى : 2-4 وعندها تكون النظرية صحيحة لأن 4=( > +5-2. 
الحالة الثانية : 0۵ وهذا يعنى أن 5 محتواة تماماً في +2 أي أنه من الممكن أن يوجد عدد 
واحد على الأقل في *2 لا ينتمي إلى 5 . وعلينا الآن أن نبين بطلان هذا الادعاء . 
لنفرض ان 7+1 ی سيار مه مه EE OR‏ إلى 9 .فکون 7+15 
حسب التعریف (17--8) وهذا د يعنى أن العدد الذي يسبق العدد 7+1 مباشرة ينتمي إلى 5 أي 
أن 75 ولكن هذا يؤدي و أن العدد 185+ وفق تحقق الشرط 0 من النظرية 
وبالتالي فقد وصلنا ال تناقض (حيث 7+1 ينتمي » ولا يتمي في آن واحد إلى 3 ) ومنه 
نستتتج أن الفرض في الحالة الثانية بأن #4( فرض خاطي؛ أي أن 2 يحب أن تکون مجموعة 
خالية . ومن ۳ فإن فيد 50-7 
واستناداً إلى مدا الاستنتاج الرياضي [النظرية (۲--۳)] فإنه إذا أعطينا رما ما 
(«)م حيث ۸٤2*‏ فلكي نبت صحة هذا التقرير يلزمنا التحقق من صحة الشرطين الآتين 
معا : 
ولا 
عندما 5-1 فان التقریر (۳)۱ صائب . 


2 


إذا | فرضنا آن ریت 0 صائب من أجل م=” فان ذلك يؤدي بالضرورة إلى أن التقرير 
(1 +۴ صائب أيضاً أي أن : 
P(K) > )+ ۱‏ 
ملاحظات 
(۱) إذا لم يتحقق أحد الشرطین فان ۴)١‏ تقرير خاطي . 


اه 


(۷) اذا یتنا أن التقرير (5)7/ صائب من أجل n=a‏ ا عن 1>-7) وكان الشرط الثاني 
متحققاً فان التقرير ۷ صائب من أ جل جمیع قم « التي تکبر أو تساوي © (أي من 
أجل (nza‏ . 


مثال (۷۹-۲) 
ات صحة ما بلي : 
دورب ۰۰۰ +2+3 +1 3 (م)م 
الحل 
أولاً : 
عندما 0-1 فان : 
الطرف الأيسر من التقرير (0)-1 
الطرف الأيمن من التقرير (۳0- 1- 
إذاً الطرفان متساويان وبالتالي فان التقرير (1 تقرير صائب . 
ثانيا : 


عندما )=۸ نفرض أن التقرير 0 صائب ثم نثبت أن هذا يؤدي إلى أن التقرير (1+ ۲)۸ 
صائب اشا أي نفرض أن : 


101+ 1( 


1+ 1( 


2 دعا + ۰۰۰ 4+33 1+2 تقربر صائب 


م نثبت آن ؛ 


1+(1+ع1(]0 +ع 


2 © 


-(1 +6) معن ... +1+2+3 تقرير صائب أيضاً 


بإضافة العدد 1+ (وهو الذي بلي العدد » مباشرة) إلى طرفي المساواة © فان الطرف الأيسر 
من © يصبح مساوياً للطرف الأيسر من الساواة 0 » كا أن الطرف الأيمن من ® يصبح 
بالشکل : 


اك 


انا ا jj EE DAREN‏ ان ع 


or 


_ + ۱(]6+ ۱+11 _ 


الطرف الأيمن من © 


وبذلك تحقق الشرطان معا » وتم إثبات الطلوب . أي أن (۳ تقرير صائب ۷*62. 
ملاحظة 
من الشرط الأول نجد أن (5)1 تقرير صائب ومجعل ۸-1 في ثانياً ينتج أن (8)2-(1+1)م 
تقرير صائب وجعل ۸-2 في ثانياً ينتج أن (803-(2)2+1 تقرير صائب وهكذا يمكن 
الاستمرار دون توقف بشكل منطق في إثبات أن التقرير () صائب مها كان *262. 
مثال (۲--۲۰) 
آثبت صحة ما بلي : 


P(n < 1+3 +54 ۰۰۰ + (2n —1)= n? 3 ۱۷۷/۰ 


الحل 

أولاً : 

عندما 7-1 فإن : 
الطرف الأيسر من التقرير ()-1 
الطرف الأيمن من التقرير 0 12-1 


وينتج عن هذا أن التقرير (۸)۱ صائب . 


ثانيا : 
عندما ۸=۸ نفرض أن ۳00 تقرير صائب ونثبت أن هذا بقتضی أن التقرير (1 +۴0 صائب 
أيضاً أي نفرض أن : 1 
2*0 -[(26-1) + ۰.۰ +5 + 1+3 تقرير صائب 
وثبت أن 
س 18 + [1-(1 +26] +(2-1) + ۰۰۰+ 5+ 1+3 _ تقریر صائب Al‏ 
واضح أنه بإضافة العدد 1 -(1 +200 ی طرفي الساواة © فان الطرف الأیسر من ® یصبح 
مساویاً للطرف الأيسر من © كا أن الطرف الأيمن من 0 يصبح بالشکل : 


or 


kK +2(k+1)-1=k? + 2k +1 ۲‏ 
الطرف الاين من © = =(k+1‏ 
وبذلك تحقق الشرطان معاً وبالتالي فان (0ظ تقرير صائب *2 ۷۰ . 
مثال (۲۱-۲) 
بين ما اذا كان کل من التقریرین الآنبين صائباً أم خاطتاً مع التعليل : 


- 5 


1 3 
) 4 3 + ۰۰۰+ 6+9 + 23 )رط 


۳۴ :2- 37 -(1 -م2) + ۰۰۰+ 5 +3 +21 (م)رم 
اخل 
۴ :)۶ تقریر خاطي؛ لأنه عندما 0-1 فان : 
الطرف الأيسر من التقرير (3<,6 


ق ات الطرف الأو جع التقرير (ہ) ر - ۱-2 _ (1+ 310 
ويانشالي فان (۳,)1 نقربر خاطي وبذلك لم يتحقق الشرط الأول من ميدأ الانتتاج 
الرياضي . 
١‏ ۷2 :۶)۸ تقریر خاطي وال ذلك بطريقتين : 
الأولى : 3 
بقارنة التقرير ()22 بالتقرير (5)8 الوارد في الثال (۲--۲۰) ز نستنتج أن التقريرين متكافئان إذا 


وإذا فقط كان الطرف الأعن للتقرير () يساوي الطرف ا للتقرير P,(n)‏ أي : : 


n? = 3n -2 +n? - 30 +2 =0 0-(2-)(0-1)جه‎ 
جه‎ )۸ = 1( ۷ )۸=2( 

وحيث أن التقرير ()5 صائب فان التقرير (۸) ر۴ يكون صائباً عندما [1,2) ع فقط . وبالتالي 
فان التقرير ۷7۰62 :(۵)ر خاطيً , 
الثانية : 
بالرغم من أن الشرط الأول من مبدأ الاستنتاج الرياضي متحقق أي ی آن (22)1 تقربر صائب الا 
أن الشرط الثاني یراق فاو قرضينا أن )و صائب عندما #-م, فسنجد أن هذا لا بقتضي 
أن التقریر (6+1). صائب اقا أي بفرض آن : 


o4 


30-2-09 -(20-1) +۰۰۰ +1+3+5 تقزر صاقبت 
- نش آن : 
سب 2-(1 +36 -[1-(2)6+1] +(2-1) +۰۰۰ +1+3+5 تقریر خاطي 
باضافة 1-(206+1 إلى طرفي © نجد أن : 
الطرف الأيسرمن © يصبح مساوياً للطرف الأيسرمن © في حين أن الطرف الأيمن 
من ® يصبح بالشكل : 
56-1 < 1- (1+ 26 + 36-2 
4- 26+ (364+3) = 
(2- 206 +(1+ )3 < 


الطرف الأيمن من ۵ = 2-(1+)23 رما لم تكن ۲-2-2-1 أي 
k=1‏ (. 
وبذلك نکون قد أثيتنا أن (1+ ۶)۸ + )م 
مثال (۲--۲۲) 
أثبت صحة المتباينة (المتراجحة) التالية : 
P(n)= n<2" :VneZ*‏ 
الحل 
أولاً : 
عندما 1=" فان : 
الطرف الأيسر من التباينة ‏ -1 


بينا الطرف الأيمن من المتباينة ‏ -20-2 
وینتج أن التقرير (5)1 صائب لأن 1>2 . 


0 


انا : 
عندما ۸= نفرض أن التقرير ۳0 صائب وثبت أن هذا يؤدي إلى أن التقریر (1 +6 
صائب أنضا وهذا متحقق لذن : 


حسب خواص الباینات ... k+1<2*+1‏ > 2 >,| 
لأن عبر 22ع بای 
۱+ > 


الانحظ أن أصكر عة للطرف الأيسر من المتباينة ***۸+1>2 هي 2 ۰ بینا أصغر قيمة 
للطرف الايمن من التباينة نفسها هي 4). 


تمارين (۲--۳) 


استخدم مبدأ الاستتتاج الرياضي لإثبات صحة كل تقرير فا بأتي : 


24+ 6+ ۰۰۰ +2 + 1( :VneZ* )ا(‎ 
1+ 4+ 7+... + (3n-2)=} [n3n - 1)] :VneZ* 00 
2+5+8+...+ )37-1(<4]7)37+1([ :VneZ* (f) 
1 1 
12+22 +32 + ۰ ۳۳ Es لتر‎ / :VneZ* (f) 
2 2 
ےو دوپ دوب در‎ 1 :VneZ* (®) 


اف 


الباب الثالث 
الضرب الديكارني للمجموعات - العلاقات 


Cartesian Product of Sets — Relations 


م١‏ الأزوا اج (أو الثنائيات) المرتبة Ordered Pairs‏ 


عرف من افندسة التحليلية أن أي نقطة 8 من مستوی منسوب ورین موجهين ومتقاظعين: 
۷ ۰ ۲۷ مثلاً » يكون شا احدائیان هما × ۰ ر ونعبر عن ذلك بالرمز(۳5:1. یسمی 
(ر.ه) _ زوجاً مرتباً > مرکبته الأولى (الیسری) هي × » ومرکبته الثانية (العنى) هي . ومن 
الواضح أن الزوج المرتب (× ,ر) لا يساوي الزوج الرتب (ربد) مالم تكن بوم »: ومن هنابز 
أهمية الترتيب في الأزواج . هذا ويمكن أن يعرف الزوج المرتب باستخدام مفهوم المجموعة وذلك كا 
ل 
تعريف (۳--۱) 
إذا كان ۾ ۰ 8 عنصرين من مجموعة ما فان المجموعة [[,0) ۰ (0)) تدعى زوجاً مرتباً يرمز له 
بالرمز (۵,) اي آن 
((0.ه) (a, b)={{a},‏ 
واستناداً إلى هذا التعريف يمكن البرهان بسهولة على أنه إذا كان (4.5) 4 )٥,‏ زوجين مرتبين فان : 
{{a}, {a,b}}={({e}, {e,4}}‏ هه (۵)-() 

4-طمعدوه 
يمكن تعميم فكرة الزوج (الثنائي) المرتب إلى ثلاثي مرتب وذلك بأن نعرف الثلاثي المرتب على 
النحو الالي : 

(a, b, 0 ,(طبه))-‎ c) 
. مرتب (نوني مرتب) على النحو الآتي‎ ١ وبالتدرج (الاستقراء الرياضي) يمكن تعريف‎ 


d,-1), @,)‏ و42۰ «ر0)) (م6 درب (a9 2s...»‏ 


5۷ 


تعريف (۳--۲) 
إذا كان كل من (,۵,,۰۰.,۵) » (,8,-۵,,۰۰) ۸ مرتباً فيعرف تساويبم| كالآتي : 
Vi‏ ,اعره حه زرط وتو = (Res‏ 
Cartesian ١‏ 
۲۴۳ الضرب الديكارتي للمجموعات Product of Sets‏ 
إذا كانت (1,2,3) =4 ٠‏ [ط,ه) =8 فان حموعة حاصل الضرب الديكارني للمجموعة 4 في 
المجموعة 8 يرمز له بالرمز 8 ×4 ويعرف كا يلي : 
a), (1, b), (2, a), (2, b), (3, a), (3, b)}‏ ,1)] ع 8 A x‏ 
في حين أن مجموعة حاصل الضرب الديكارتي للمجموعة 8 في المجموعة 4 يعرف كا بلي : 
B x A= {(a, 1), (a, 2), (a, 3), (b, 1), (b, 2), (b, 3)}‏ 
ملاحظات 
)0( إن عناصر کل من المجموعتين 8 × 4 <« 4 <] هي أزواج مرتبة » وكل زوج مرتب له 
مركبتان الأولى (اليسرى) منهما تنتمي دوماً إلى امجموعة التي تقع يسار علامة الضرب 0 في 
حين تنتمي المركبة الثانية (المنى) إلى المجموعة الي تقع يمين علامة الضرب «×» . 
(؟) واضح أن4 ۸*88 لأن ظ<1,0(>۸) بیغا 4 ×1,4(¢8) مالم يكن 1-ه . 
ونستنتج من ذلك أن عملية الضرب الديكارتي بين مجموعتين مختلفتين ليست إبدالية . 
() لاحظ الفرق بين الزوج الرتب (1,0) مثلاً » وبين المجموعة (1,0) ۰ (0#1)حیث نرى أن 
(6,1)غد(ه ,1) في حين أن (1,ه)- (1,4) . 
تعريف (۳--۳) 
يعرف حاصل الضرب الديكارتي للمجموعة ۸ في المجموعة 8 بأنه المجموعة 4×8 حيث : 
A x B={(x, y)l(xe A) ^ (ye B)}‏ 
مثال (۱-۳) 


إذا كانت 4=)1,2 ۰ (2,3) 2 فان : 
وققل التعزیف (۳-۳) })3 ,2( (2 ,2( ,)3 ,1( ,)2 4x B={(1,‏ )( 


ممه 


(i) Bx 4= {(2, 1), )2,2(, )3,1(, )3,2(( )۳--۳( وفق التعريف‎ 
(iii) (A4 x *<ظ)(8‎ 4(-!)2,2(( 
(iv) 4 »*ا 8 عع 8 »ا‎ ۸ 


مثال (-؟) 


: اذا كانت (»,9,») =4=8 فان‎ 
Ax B=B x A= {(a, a), (a, b), (a, c), (b, a), (b, b), (b,c), (e, a), ,(طى)‎ (e, c)} 


ملاحظة 
في الحالة التي تكون فیبا المجموعتان 4 ۰ 8 متساويتين يرمز لحاصل ضربهم| إختصاراً بالرمز 42 
أو 82 (أي 8 xB =Bx A= A x A= 42-82 - Bx‏ 4( 

إن حاصل الضرب الديكارني مجموعتين يمكن تعميمه على النحو التي : 

إذاكانت ,4 » ۸ ,4,.:۰۰ مجموعات مفروضة فان حاصل الضرب الديكارتي هذه 


احموعات هو بالتعریف المجموعة : 


1-1 
( )۸۰۰۰۸( 64۱ )رد ={(x1‏ 
A ۷۱1 {1,2,°, ۸ (‏ داد موس 
وفي االة الى تکون فا ب۰۰-4-,۸<۸ سنکتب "4 عوضاً (عن ,4 ۸۰-۰ أي 


أن ۸4 ۸۵۱۰۰۰۷ ۸۳ . 


منال (۳--۳) 
إذا كانت ۴ محموعة الأعداد الحقيقية فان "۴ هی المجموعة : 

a,)laeR }‏ و مرت) !ع 8 ۲۷۰۰۰ »ير 
وهذا پعنی أن کل عنصر من 18۳ مکون من + رة من الأعذاد القبقية . وستری مستقبلا 
اهنیة حراسة 82 ووالق سب فضیاء 188 بدا بند أن تمرف علي ات تفن عاق 
معينة ) . وبصورة خاصة عندما ۸-2 فان عناصر احموعة )× =8 عبارة عن نقاط مستوی 
منسوب نحورين موجهین ومتقاطعین . 
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عناصر المجموعة © × ۴ × 03-18 عبارة عن نقاط الفضاء الثلاثي (الفراغ العادي) منسوب إلى 
ثلاثة محاور موجهة متقاطعة . 


سؤال : 
المجموعة © يمكن اعتبارها فضاء ذا بعد واحد فاذا تمثل عناصرها ؟ 


مثال (4-۳) 
أوجد قيمتي ل :× اذا علمت أن العنصرين (9+*:9-*2) ۰ (0,1) متساويان . 
الحل 
| 0 - 2 هه (1 ,0) > زيرح ع ,- 2) 
x+y=1‏ 
مثال (۵-۳) 
| کانت (3 :2 بل)-9 ۰ | (3 ملظ 6= فين عناص کل من 
احموعات الآنية : 
(4x (2) x ©( (i) (4 x B)u(B x ©( RENE‏ )( 
(iv) (Ax Q)^(Q x C)‏ 
الحل 


(i) (4 x B)^(B x C)= {(1, 1), (1, 3), (2, 1), (2, 3(161)1,3(, (3, 3((<))1, 3)} 
(i) (4 x B)u(B x C)= {(1, 1), (1, 3), (2, 1), (2, 3), (3, 3)} 
(iii) 4 x Bx C=(4 x B) x C= {((1, 1), 3), ((1, 3), 3), ))2, 1, 3), (2, 3), 3)} 
)ات‎ E) U3, 3(, OE 3 62: 3: 3(( 
(iv) (4 xQ@)^(@ x C)= {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1, (2, 2), (2, 3([ {(1, 3), (2, 3), )3:3([ 
= (1, 3( )2,3(([ 


مثال (۳-) 
إذا كانت 4 ۰ 8 مجموعتين مفروضتين فأثيت أن : 


(A x B)A(B x ۸(--4 جه‎ ۸-۵ 


(A4 x B)^(B x 4( ,)و( ,)اجه نع‎ a):Vae A ^ be B 
<> 4# b: 8 ae A abe B 
حه‎ ۸0۱ < 4 


۳-۳ تمثيل امحموعة 8 ×۸ 
إذا كانت (5 ,3 ,۸<)1 ۰ (4 ,2) 8 فان 
Ax B={(1, 2), (1, 4(, (3, 2), (3, 4), (5, 2), (5, 4)}‏ 
إنه يمكن تمثيل المجموعة 8 × 4 بثلاث طرق موضحة كالآني : 
أولاً : 
القثيل السهمي : 


نود ةبيه + د کی فى تیم قينا عستي ی کی مساق سه 
يجميع عناصر 8 كا هو موضح بالشكل اجاور . 
انیا : 
القثيل الجدولي : 

وفيه توضع عناصر المجموعة 4 في العمود الأيسر وعناصر المجموعة 8 في الصف العلوي 
ثم توضع عناصر ا مجموعة 8 × 4 ني بقية فراغات الجدول كا هو موضح آدناه . 


۱ 
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الشا : 
القثیل البياني 3 

ویستخدم عادة في الأشياء التي يمكن قیاسها » حيث یکون في إستطاعتنا تمثيل عناصر 
ا مجموعة الأولى 4 على محور أفقي وعناصر المجموعة الأخرى على حور راي يتقاطع مع الأول 5 
نمثل المجموعة 8 × 4 بنقاط الستوی الناتج من تقاطع امحورین . 

والحالة الخاصة الطلوب تمثيلها بيانياً موضحة بالشكل انحاور حيث وضعت عناصر 4 
على ا محور ×0 وعناصر 8 على المحور 7 © ثم مثلث عناصر 8 4 بنقاط من الستوی20۷. 


4-۴۳ بعض خراص حاصل الضرب ۸×8 

(۱) إذاكانت إحدى احموعتین خالية فان 18<*۸<4<ظ1 ۸ . 

0( ۸۷۶۸ (ما لم تكن ۸-8 أو احدی امحموعتین خالية) . 
Ax(BuUC)=(4 x B)u(A XC) )۳(‏ 


۲ 


Ax(BNC)=(A4 x B)^(A XC) (f) 
. |4xB|=|B x A|=nm فان‎ « |B|=m » ۱۸۱2۳ ری اذا کان‎ 
.ExF<Ax B فان‎ F< 8 «E<A إذاكانت‎ () 


البرهمان 

(1) لنضع 8-4 ولنبرهن أن 4-م“«4<“»8-4 . (۸۶۵) . لنفرض جدلاً أن 
ؤم “4 -8 4» وبالتالي فإنه يوجد عنصر واحد على الأقل (« ,*) محیث يكون 
18 در + وهذا يعنى أن 64× و 68( وفق تعريف ضرب مجموعتين » ولكن 
ره مدر وهذا مستحيل لأن © مجموعة خالية . وبالتالي فإنه لا يوجد على الاطلاق 
أي عنصر ‏ × 2۸( ,) وهذا يناقض الفرض 8۶4 ×4 . ومن ذلك نستنتج أن 
8-۵ ×4 عندما 84 . هذا وإذا وضعنا 4=4 فإتنا نثبت بطريقة مشابهة أن 
B= |‏ »ام-8 عام رهق . أما إذا كانت ۸-8-4 فن الأولى أن يكون 
وع-4 »8ع 8 ۸۱۷ . 

ر إذاكانت 4 8 مجموعتين مختلفتين وغير خاليتين فان حاصل ضربهما غير إبدالي» أي أن 
B48 × 4‏ × 4 كا رأينا في المثال (۱-۳) . أما اذا كانت إحدى المجموعتين خالية أو 
كانت 4-8 فان ۸ <8<ظ ×4 . 


4 x(BUC)= {(x, y)l(xe 4)^ (ye BUC)} . . . تعريف ضرب مجموعتين‎ )۴( 
={(x, y)l(xe 4)^ [(ye B)v (ye C)]} . . . تعريف اتحاد مجموعتين‎ 
={(% J)I[(re4)^ (ye B)]v[(xe 4)^ (y€C)]} ۰۰۰۷ يتوزع على‎ ۸ 
= {( (| ج)]‎ (6۸ × 810 ])6, y (€4 × ©[( . . . تعريف ضرب مجموعتين‎ 
= (A4 x B)u(A x C) . . . تعريف اتحاد مجموعتين‎ 

A -(0م8)»‎ )< »y)l(xe 4)^ (ye BNC)} ده‎ EN 7 
=(x, y)l(xe A)^[(ye B)^ (ye C)]} اذا ووم‎ 
={(x, yJl[(xe 4)^ (ye B)]^ [(xe 4)^ (ye C)]} E 
={(x, JJI[(x, y)e A4 [۸ [(x, (۶۸ xC]} ... لماذا؟‎ 
= (4x B)^(4 x C) ا وه‎ 
تعليل هذه الخطوة ينتج عن إقتناعنا بأنه إذاكانت 2 ) 8 » ۴ ثلاثة تقاریر مفروضة‎ * 
: فان‎ 


Da(EaF)=(DaE)a(DaF) 


۳ 
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۹ 


للفرض أن ( مه ,۸4)0,,۰۰۰ وأن (يرط ,810,۰۰۰ فیکون لدینا : 

الثنائيات الرتبة الت مركبتها الأولى ,۵ ومركبتها الثانية في 8 عددها ۰ 

الثنائيات المرتبة التي مركبتها الأولى ده ومركيتها الثانية في 8 عددها " » 

وأخيراً الفنائيات الرتبة الى مركبتا الأولى ,6 ومرکبتها الثائية في 8 عددها ۰ 

مما تقدم قر e‏ 8-۷ × 4| . وبنفس الطريقة نجد أن ۱8۸۱-۳۷ . 
لأن 8۸ هعم xB ٠٠١‏ اع زر V(x, yJeE x F:(x,‏ 

. Ex F> 4*8 وبالتالي فان‎ 


)۱-۳( تمارين‎ 
: إذاكانت (1,2,3)-4 › إ4 ,8=)3 > (5,6 ,14-© فأوجد‎ )١( 
(û) AxB (ûi) BxA (i) 6 (0) 
(iv) ۸ ( BxC (vi) CxB 
(vii) (Ax B)n(Bx A) (viii) (4x B)n(4xC) (ix) Ax(BuC) 
() (AxB)u(A4xC) (xi) Ax(BNC) (xii) (4 x B)N(A xC) 


(0 


(۳) 


(4) 


. 01( ۰ )( قارن بين نتيجي الفقرتين (×ا) ۰ () وكذلك بين‎ (xiii) 


() AxBxC (ii) AxCxB (iii) BxAxC (ب)‎ 

() |4xBxC| (ii) |(4 x Bx C)^(A x © x 8(| 5 
(iii) |) م‎ x B x C)u(B x A x C)| 

(i) (4x B)u(A x Bx C) (ii) (4 x B)^(4 x B x C) 6 

إذاكانت 4 ۰ 8 » © کا وردت في القرين (۱) فثل بطرق ثلاث كلاً من المجموعات 

الآتية : 

() AxB (ii) Bx A (ii) ۸6 (iv) مه بدح‎ (v) BxC 


إذا كانت 7= 8 x‏ =4 وكانت 83- 828 »ا =8 فأئيت أن : 
4۸8=4 حيث 8 محموعة الأعداد الحقيقية . 
إذا كانت 8 مجموعة الأعداد الحقيقية فاثبت أن : 
RR "=p‏ مالم تكن m=‏ 
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(ه) أثبت أن : 8دمه A4‏ ۸۶8-8 . 
(3) نکن ریت4 ,)=8 . 


(أ) أكتب عناصر کل من ظ ۰۸ 8×4 وهل هما متساویان ؟ 
(ب) إذا کان 408-4 فأثبت أن را میع قم 1 ۰ ز. 
(ج) اذاکان ۸8 فأثبت أن رر=:× من أجل قيمة واحدة على الأقل لكل من 
8 ۰۶ ۸ 
.(د) أکتب عناصر 4 »42-4 » ومن ثم أوجد|4 *< ۰۱۸2-۱۸ 
(ھ) أكتب عناصر 8 <ظ 83-8 ء ثم أوجد |8 ×8 × 8*|=|8| . 
(و) لیکن 4*«.م#ع'4 ,4ه متی يكون "هه ؟ 
رن إذاكان ۰۵02۸۸ 8×8٤ط‏ وكان ط=ه فهل من الضروري. آن يكون 
2 < ۱۸0 مع التوضيح ؟ 
(۷) أكتب عناصر المجموعة الاتية : 
([2> بر > 1)مزة>ع >۸۲(* 62 JlC,‏ )۸4 
(۸) لتکن © محموعة نقاط مستو منسوب ورین موجهین متعامدین ولیکن : 


A={(x, «ازر‎ <0(, B={(x, y)ly >0}, C={(x, (۱+2 < 6}, 
D={(x, y)ly—x >0} 


مثل بيانياً (هندسياً) هذه المجموعات وكذلك المجموعات الآتية : 


)( ANB (i) (ANB)nC (iii) ANBNCND 
(iv) AUC (v) An(BuC) 
Binary Relations العلاقات الثنائية‎ ه٣‎ 


إذا كانت (3 ,2 ,4-11 ۰ (5 ,4 ,2 ,1) 8 فان : 


A x B= {(1, 1), (1, 2), (1, 4(, (1, 5), (2, 1), (2, 2), (2, 4), (2, 5), (3, 1), (3, 2), )3, 4, 
3, 5)} 


ولم طلب متا اماك فة جزئة 8 من اشر 8 <۸, نحیث تگون عناصر 1 مک 
0 اه جحوعه جر 1 2 كر من 
جميع الثنائيات (الأزواج) المرتبة التي تكون مركبتا كل منها متساويتين أي : 


R={(x, y)l(x, ye A x ۸۱ 4 B 
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فإننا تجد أن : 
8 »ا لات ((2 ,2 (1 ,1)) - +1 

نقول في هذه ال حالة إننا عرفنا علاقة ثنائية ۸ (أو إختصاراً علاقة ۸ إذا لم يكن ثمة إلتباس) 
من المجموعة 4 إلى المجموعة 8 . وهذه العلاقة هنا ما هي إلا علاقة التساوي الألوفة «=» . 

إذا كان >( ) فإننا نعبر عن ذلك بالشكل « ود » ونعني پذلك أن المركبة × 
ترتبط بالمركبة ر بواسطة العلاقة ۸ ۰ وعندما تکون #1(,<) فإننا نكتب « ۸۷× ١‏ . ووفقاً 
لما تقدم فإنه واضح أن (eR‏ ,2) (1 ,1) وبالتالي فان 1۸1 وكذلك 282 با 2¢۸ ,1) 
وبالتالي فان 1۸2 . وحيث أن ۸ هنا هي علاقة التساوي «=» فانه يمكننا أن نکتب ما سبق کا 
بلي : 

۷ < ۱ < ))1, 1(, )2, 2(( 

ویکون >226 ,2) ,(1 ,1) وبالتالي فان 1-1 وکذلك 2-2 بيا -(2 ,1) وبالتالي فان 
142 . 

ورغبة في الإيضاع نعرف مزيداً من العلاقات الثنائية من 4 إلى 8 على النحو الآني : 
۱ إذا كانت 7" تعني أن > فان : ,4 ,2) ,(5 ,1) ,(4 ,1) ,(2 ,1)) =۸ = > 

})5 ,3( ,(4 ,3( ,)5 ,2( 
(ب) إذاكانت ر۸× تعنى أن << فان : })2 ,3) ,(1 ,3) )1 =R={(2,‏ > 
(ج) إذاكانت رR×‏ تعني أن 1+ ر=× فان : ((2 :3) ,(1 ,02)< 
(د) إذا كانت xRy‏ تعيي ان لاد 29 تقسم و ) فان :,(2 1(1 ,1= 
.}4 ,2( ,)2 ,2( ,)5 ,1( ,)4 ,1( 

(ه) إذاكانت برد تعن ف 3ر =5 فان : ¢=} R={‏ 


ر ووو بسحي رع اسل واس يا وی 
۶ من 4 إلى 8 . ولكن غالباً ما تعطی المجموعة الزئية ۸ بصرف النظر عن کوننا قادرين 
غير قادرين على امجاد معنى الرابط ۶ بين المركبتين × و ا 
2 ((5 ,2) ,(1 ,1)) =۸ تعتبر علاقة ثنائية معرفة من 4 إلى ظ بالرغم ن أذ سي 
الرابط ۸ بين 1۰1 من جهة وبين ۰2 5 من جهة اخری ليست واضحة . بعد ما تقدم نعطي 
تعريفا عاما للعلاقة الثنائية : 


۹۹ 


تعريف (4-۳) 

اذا كانت 4 ۰ 8 مجموعتين مفروضتين وكانت ۸ قيل إن ۸ علاقة ثنائية من ۸ 

إلى 8 . وفي الحالة الخاصة التی تكون فا ۸ =8 يقال إن 1 علاقة ثنائية على 4 (أو على 8). 

سؤال 

كم عدد العلاقات الثنائية من 4 إلى 8 إذا علمت أن : ۱۸۱-۳ ۰ ۱8۱-۳ ؟ 

متال (۷-۳) 

هکن [ء ,ا )۸ ۰ [4 ,¢ ,)8 ولتكن إك ,( ,)ظ R, ={(a, b), (a, ¢), (b,‏ 

(أ) هل ,۸ علاقة ثنائية من 4 إلى 8 مع التعليل ؟ 

وجوه عل ب8 هلا فاو عل 4 ع الیل ۲ 

(ج) هل ,۸ علاقة ثنائية على 8 مع التعليل ؟ 

(د) إذا علمت أن 8 ۸>4 وأن رده رR×‏ فاكتب عناصر ۸ . 

الحل 

0 نم > لأن 8 2۸ ,۸ وفق التعريف (۳--4). 

(ب) نم » لأن 8۸*۸ وفق التعریف (۳--4) . 

. (a, bD¢BxB i ۶8*8 بي لا لأن‎ 

R= {(b, 9( (, ©} (د)‎ 

تعريف (۳--9) 

إذا كانت ۸ علاقة ثنائية من 4 إلى 8 فان العلاقة العكسية للعلاقة ۸ يرمز لها بالرمز ۸٣‏ 
R= {(y, (|), eR}‏ 

من هذا التعريف يتبين أن 8-4 هى علاقة ثنائية من 8 إلى 4 لأن ۸ »دهع 2-1 . 

مثال (5--م) 


اذا كانت (1,2,4)-4 ۰ (2,3,5)-8 » وكانت 8۸*8 حيث 


۷ 


((2 ,2) ,(3 ,1) ,(2 ,1)) 1 فأوجد : 

1-1 )( 

)ب( ۸۵۸ 

{ye B)^(xRy)} (+) 

{xl(xce 4A)AxRy} (5) 

(ھ) تمثيلاً سهمياً لكل من العلاقنين ۸ » ۸ . 


الحل 
(أ) 2 ,2 (1 ,3) ,(1 ,2)=* ۸ » وفق التعريف (۵-۳). 
(ب) 2 ,1) 

(ج (23) 

(د) 4 

ك4 


لاحظ أن القثيل السهمي للعلاقة ۸7 هو القثيل السهمي للعلاقة ۸ نفسها ولكن بعد 
عكس انجاه الأسهم 5 
تعريف (1-ل5) 


إذا كانت ۸ علاقة ثنائية من مجموعة 4 إلى مجموعة 8 فان ۸ تسمى منطلق ۸ ۰ 8 
مستقرها في حين أن المجموعة الجزئية [ر۸× ۸ 4 ع*|*] من ۸ تسمى مجموعة تعريف العلاقة ۸ 
(Domain)‏ | تسمی المجموعة الحزئية [نركلعدم 8 ٤۷ار)‏ من ۸ مدى (عوصة2) العلاقة ۸ , 


۸ 


)٩-۳( مثال‎ 


اذا كانت 77 ,3,5 ,4=)1 ۰ (6 ,2,4 ,8-41 وكانت ,6 ,1( ,(4 ,1( ,)2 ,2-1401 
((3,6(,)5,6) ,(3,4) فان مجموعة تعريف 8 هي (1,3,5). کا أن مدى ۸ هو (6 4 2) . 


ملاحظات 


(۱) 


سمينا ۸ حيث 8 × 84 علاقة ثنائية من 4 إلى 8 لأن ۸ تربط بين عنصرين الأول في 
4 والثاني في 8 


(۷) باستطاعتنا أن نعرف علاقة أحادية على مجموعة ما 5 فثلاً لوكانت * 5-2 فإنه يمكن أن 


نعرف علاقة أحادية على *2 حيث نقول مثلاً إن ,۸ تعني أن العنصر * 52 هو عدد 
فردي وبذلك يكون لدينا : 

Sea?‏ را سر 

عوك ...4,6 روات فير 


لاحظ أن 2 1۱ وأن RR =p‏ وهذا بعد أن 1 جزأت ۴ اله 
1 1 بعي ۰ 
يجموعتين منفصلتين . 


() بتفس الفكرة التي وردت في (۱) ۰ (۲) يمكن أن نقول إن ,۸ مثلاً هي علاقة نونية على 
النوئیات الرثبة للمجموعة پر ۰۰۰ انه يق > 

(4) إن العلاقة الثنائية ۸ من ۸ إلى 8 تخزئ المجموعة × 4 إلى حموعتین منفصاتين هما ۸ 
وتممتا ۸ بالشبة للمجموعة 8 ۸۱ . 

مثال (۳--۱۰) 

لتکن xR‏ هاه حیث (1- 2بر+ 22|( R={(x,‏ ؛ ۴ مجموعة الأعداد الحقيقية . 

(أ) ماذا تمثل محموعة النقاط من الستوی 8 التي تعمي إلى ۸ ؟ 


(ب) بين أي العناصر ينتمي إلى ۸ ما يلي : 


7 
)0,1( )1,1( )1,0( 0 ۶ 3 ¢( (0 ,1-) ود 2 
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الحل 
0 إن ۸ تمثل نقاط المستوى الواقعة على محيط الدائرة التي مركزها (0 ,0) ونصف قطرها 
الوحدة . 


(ب) کل العناصر تنتمي إلى ۸ ما عدا النقطتین(1 ,۰1 0 ی لأن کل منیا لا تحقق 
الساواة 2+21 . 


Binary Relation on a Set العلاقة الثنائية على مجموعة‎ ٠۴۳ 
إن دراسة العلاقة الثنائية 8 على (أو في) مجموعة 4 ها أهمية كبيرة لكثرة تطبيقاتها في الرياضيات‎ 
خاصة وي بعض العلوم الأخرى عامة » وفذا السبب ستتوسع في دراستها نوعاً ما مبتدئين‎ 
: بالتعاريف الآتية‎ 
)۷--۳( تعريف‎ 
×۸× إذا كانت ۸ علاقة ثنائية على مجموعة ۸ (أو اختصاراً : ۸ علاقة على 4 ) وكانت‎ 
قلنا إن ۸ علاقة انعكاسية (أو منعكسة أو‎ )۷×٠۸4:×۸× : حققة لجميع عناصر ۸ (أي‎ 
. Reflexive Relation عاكسة)‎ 
)۸--۳( تعريف‎ 
: إذا كانت ۸ علاقة على 4 تحقق الشرط‎ 
«ر) < ۶( ,*) قلنا إن ۸ علاقة تناظرية (أو متمائلة أو متناظرة)‎ (> 
. Symmetric Relation 
: إذا كانت ۸ علاقة على 4 تحقق الشرط‎ 

21 ,) <> 2(61,) ۰ (ر,x)قلنا‏ إن ۸ علاقة متعدية (ناقلة) 
Transitive Relation‏ . 
تعريف (۳--۱۰) 
إذا كانت ۸ علاقة على 4 وكانت ۸ علاقة انعكاسية وتناظرية ومتعدية قلنا إن ۸ علاقة تكافؤ 
على 4 Equivalence Relation‏ . 


۷۰ 


ملاحظات 
() لاحظ في التعاريف السابقة أن بإمكاننا الاستعاضة عن 8>((,) ب ر۸× أي أن : 
لع (رع)ه XRy‏ . 

(۷) تكون ۸ علاقة غير انعكاسية إذا وجد علصر × في 4 محيث ۸ #(,)جه ×× . 
(۲) تكون ۸ علاقة غير تناظرية إذا وجد عنصر 218(() بحيث #2(*,ز) وهذا يكافي : 
عن دز 3 

)٤(‏ تكون ۸ غير متعدية إذا وجد عنصران 2)6۸ ,ز) ( ,×) بحیٹ 2(#8,) وهذا 
yR2)3 xKz‏ م 3(xRy‏ 
(ه) لا تكون ۸ علاقة تكافؤ إذا لم یتحقق واحد على الأقل من الشروط الثلاثة الواردة في 
التعريف ( ٠١‏ ) (أي أن الشرط اللازم والمكافي لتكون ۸ علاقة تكافؤ على مجموعة 
4 هو أن تحقق 8 الشروط الثلائة معا وهی الانعكاسية والتناظرية والتعدي) . 


مثال (۳--۱۱) 

اذا كانت (1,2,3,4)-4 وکانت 82۸۸ حیث 1,2(۰) ,(1 ,1)- 
(2 ,3) ,(3 :2) , (1 ,2) فادرس العلاقة ۸ من بحيث کونها (أ) انعكاسية (ب) تناظرية (ج) 
متعدية . 

ال 

. ليست انعکاسية لأن 33(۶8) مثلاً‎ ۸  ( 

رب ۸ تناظرية لان >( ,اجه >( . 

(ج) 8 ليست متعدية لأن 01,2682)2,2(68 82 2,1(6) . 

مثال (۳--۱۲) 

إذا كانت 4 28-4 فاثبت أن : 

(أ) ۸ علاقة انعكاسية إذا وإذا فقط كانت العناصر الواقعة على القطر في حاصل الضرب 


الديكارتي 4*4 تتتمي إلى ۸ . 


۷ 


(ب) ۶ علاقة تناظرية إذا واذا فقط كان 8-1-8 . 


۳ إذا كانت ۸ انعكاسية فإنه ۷×64 :8 ع(« ,<) وذلك وفق تعريف العلاقة الانعكاسية 
(لاحظ أن ۴( ,)اجه )xRx‏ وهذا يعي أن جميع يع العناصر o (x, (۸۷ A‏ (وهي 
التي تقع بالطبع على القطر فيا لو مثلنا حاصل الضرب + کار 42۸ بيانياً) تتتمي إلى 
R‏ . وبالعكس إذا كانت جمیع العناصر الواقعة على القطر في حاصل الضرب الديكارتي 
تنتمى إلى ۸ فإن ۸ علاقة انعكاسية لتحقيقها عندئذ تعريف الانعكاسية . 

(ب) من تعريف العلاقة التناظرية ۷ج ر۸× وبالتالي فان : 2( ,اجه 2ع( )x,‏ › 
ولكن إذا كانت )»,«(٤۸‏ فان 7 6۸(×,() » وفق تعريف ۸ ومنه نستنتج أن 
8 -1- جه R‏ علاقة تناظرية . 


مثال (۳--۱۳) 


ناقش العلاقات الآنية من حيث كونها انعكاسية أو تناظرية أو متعدية ومن ثم بين أياً منها علاقة 
تکافو : 

0 علاقة التوازي // "١‏ على محموعة متجهات الفضاء جب الثلاني) . 

(ب) علاقة التعامد ١ل‏ » على مجموعة مستقهات المستوي 2 


(ج) علاقة أصغر من >١‏ » على مجموعة الأعداد 2 
(د) علاقة قاسم كك | ) على مجموعة الأعداد E‏ 


0 إذا كانت ۴ مجموعة متجهات الفضاء ذي البعد 3 فن الواضح أنه 
3 :۷/۵ .۰ وبالتالي فان علاقة التوازي علاقة انعکاسية . وهي علاقة تناظرية لأنه 
إذاكان 0'E‏ .۵ وكان 'ه//ه فان م/م . ارا فان علاقة التوازي متعدية لأنه إذا 
كانت 02۳۶ 0 ,نه وکان ۵//0 و ۳ فان ۷/۲ وبالتالي فان علاقة التوازي هی 
علاقة تكافؤ على 83 . ۱ 

(ب) إن علاقة التعامد على مجموعة مستقهات الستوي ليست علاقة انعكاسية لأن المستقيم 
لا يتعامد مع نفسه » ولکنا تناظرية لأنه إذا كان 26۲۶۶ ,2 وكان '82ل2 فان 


۷۲ 


218 في حين أنها ليست علاقة متعدية لأنه إذا كان 68۶ ,'2 ,2 وكان 
۲۷ فان هذا لا يؤدي إلى أن 0 1 . ونستنتج مما تقدم أن علاقة 
التعامد ليست علاقة تكافق. 

(ج) إن علاقة أصغر من ١‏ >» على المجموعة 2 لبيك كا أده 7 ۶ کا آنها 
ليست تناظرية فواضح أنه إذا كانت ۱62 ,× وكانت ر > × فإن ×٭رء ولکنا 
متعدية لأنه اذا كانت 7 ,ر ,۲ وكان > 2۸> فان 2><. ونستنتج مما تقدم 
أن العلاقة « ١>‏ ليست علاقة تکافو . 

(د) ان علاقة قاسم ل ١|؛على‏ *2 انعکاسية لأن أي عدد في *2 قاسم لنفسه . ولكنها 
ليست تناظرية فثلاً 216 في حين أن 6]2... وهی علاقة متعدية لأنه إذا كانت 
* ,ر x,‏ وکانت ر|×ہ2|ر فان 2|*. ونستنتج ما تقدم أن العلاقة ”|“ ليست 
علاقة تكافؤ على *2 . 


تعريف (۱۱-۳) 
نقول عن علاقة ۸ معرفة على مجموعة 4 إنها علاقة لا تناظرية (تخالفية) عنتاع‌صصرگ‌ننمه إذا 
حققت الشرط الآني : 

تردعر >= 61( ,) ۸ 61( (x‏ 
من أمثلة العلاقة اللاتناظرية علاقة قاسم ل10» على محموعة الأعداد 2 فواضح أنه إذا كان 
تراءدم ×|ر فان ر=× .(62ر ,0. 


تعريف (۳--۱۲) 
نقول إن 8 علاقة ترتیب جزلي على مجموعة 4 إذا كانت ۸ علاقة انعكاسية وتخالفية 
ومتعدية . كا نقول إن ۸ علاقة ترتيب كلي على ۸ إذا تحقق » بالإضافة إلى ما سبق » الشرط 
الآي : 

Vx, ع بر‎ A:xRyv yRx 
إن هذا التعريف يعني أن كل علاقة ترتيب كلي هي علاقة ترتيب جزني ولكن العكس قد لا يكون‎ 
على مجموعة القوة ()م هي علاقة ترتيب جزني على (4)م . في‎ ٠ =١ صحيحاً . إن العلاقة‎ 
. 8 حين أن العلاقة «>؛ على مجموعة الأعداد الحقيقية ۴ هي علاقة ترتيب كلي على‎ 


۷۳ 


5 ف سس Partition of a Set‏ 
۷-۳ تجزئة مجموعة واصناف التکافز and Equivalence Classes‏ 
تلعب علاقة التكافؤ دوراً أساسياً وهاماً في الرياضيات ولاسيما في الجبر » لذلك سنوليما عناية 
أكبر في هذا البند وسنری أن علاقة التکافز ینش عنها أصناف التكافو والتي بدورها ينتج عنها نجزئة 
للمجموعة قيد الدراسة . 
تعريف (۳--۱۳) 
إذا كانت 4 مجموعة غير خالية وكانت ,4, ... ,4 محموعات جزئية مختلفة منها فإننا نقول إن 
المجموعة [,4, ... ,,4) =۶ تجزئة للمجموعة 4 إذا تحققت الشروط الآنية : 
)١(‏ ۸/6 ۷ :۵و۸ 
(۲) ه4عر4ح4 مالم تكن زد 
© 4و نا 

1-1 


منال (۱-۳) 

إذا كانت (1,2,3,4,5) =4 فان : 

(۱) (۴<)۸ تجزئة للمجموعة 4 ۰ وفق التعریف (۳--۱۳). 

0 ((5) ,4 ,(3) «(2) ,(۳<))1 تجزئة للمجموعة 4 » وفق التعریف (۳--۱۳). 
(9) ((4,5) ,(3,4) ,(2) ,(1))ظ ليست تجزئة للمجموعة 4 » لأن 4 (5 ,64 (3,4). 
P={{1}, {2,3,4}, )5(( (6)‏ تجزئة للمجموعة 4 » وفق التعريف .)١"#(‏ 
(9) ((۱,2(,)3,4)) =۶ ليست تجزئة للمجموعة 4 لأن 44+ (3,4)نا(1,2) . 

(5) ((4,)1,2,3(,)4,5) =۴ ليست تحزئة للمجموعة 4 لأن ۴ع , 


)۱-۳( نظرية‎ 
: لتكن ۸4۶4 ولتكن (.4 ,]<۶ تجرئة للمجموعة ۸ ۰ إن‎ 
V ع4‎ P:a, be A; +>(a, b)e A; x A4; +» (b, a,)e 4; x بك‎ (1) 


(4x AJ^(Aj x نح زرك‎ ij (¥) 


۷ 


البرهان 
)١(‏ التكافؤ واضح من تعريف الضرب الديكارني مجموعة ,۸ بنفسها . 


0( ولا : 

لنفرض أن (زعوة ولنبرهن أن هذا يقتضي أن التقاطع يساوي ۵ . 
من التعريف (۳--۱۳) رك 4 > زا 
من التعريف (۳--۱۳) AA‏ 


ف )ر4 × ;4;)0)4 × ,4) د 


لأنه لو لم يكن التقاطع مساویاً ذ 4 لوجدنا عنصراً واحداً علی الأقل رر فيك ركرك : 
رك x A; ^ (x, y)e A4; x‏ رك x Aj) = (x, yJe‏ رك )ملك x‏ رك ) ع زر (x,‏ 
=X, JE A;A x, JE A);‏ 
وهذا خلاف الفرض ور ,۸ ج 
انب ] : 
لتفرض أن 4-(۸ «ر۸()۸ ×:4) ولبرهن أن هذا بقتضي أن زعوة. 
xX A;:(x, yJ)¢ 4j x A;‏ ركع (بر V(x,‏ = ل > زرك <رش)(: 2 x‏ ;4( 
رك م#عد:راء عع ۷ ج 
4 ۸:6۸ >= 
ان أولاً وثانياً تکلان برهان الفقرة (۲) من النظرية . 
تعریف (۳--۱) 
إذا کان 4 وکانت ۸ علاقة تكافؤ في ۸ فاننا نرمز لصنف (فصل أو صف) تکافژ العنصر » 
پالرمز ۵ ونعرفه کا يلي : 
a={x|xe A^ xRa} <> {x|xe A ^ (x, a)e R}‏ 
من هذا التعريق نری آن صنف كاف أي عتصرمن ۸4 مجموعة غير خالية لأنه مها يكن ae A‏ 
فان ۵8 لأن 8864 وفق تعریف ۸ . کا أن 22۸ . 
مثال (۳--۱۵) 


اذا كانت (12 ,...,4=)1,2,3 وکانت ۸ علاقة في 4 معرفة كا بلي : 


۷۵ 


رده بای قسمة × على 3 يساوي باقي قسمة ر على 3 :(4عئنر,<). 


4 
(ب) 
اخل 
لاحظ 


(ب) 


فاثبت أنه علاقة تكافؤ في ۸ . 
أكتب أصناف التكافؤ بالنسبة للعلاقة ‏ , 


أنه ۷6۸ فان باقي قسمة ‏ على 3 هو أحد الأعداد 0 1 + 2 . 


(۱) 2 علاقة انعكاسية لأنه ۷۸ : »رد . 
(۲) 8 علاقة تناظرية لأنه إذاكان باقي قسمة × على 3 يساوي باقي قسمة ر على 3 
فان هذا يقتضي أن باقي قسمة ر على 3 يساوي باي قسمة × على 3 وهذا يعني 
ان : 
yRx‏ >= زک 
(۳) 5 علاقة متعدية لأنه إذا كان باقي قسمة × على 3 يساوي باقي قسمة بر على 3 
وكان بافي قسمة « على 3 يساوي باتي قسمة 2 على 3 فإن هذا يقتضي أن باي 
قسمة × على 3 يساوي باقي قسمة 2 على 3 وهذا يعني أن : 
2ج 2 م xRy‏ 
من (۱) ۰ (۲) » () نستنتج أن ۸ علاقة تكافؤ في ۸ . 
بيار واو سباح أي أي عنصر اختياري ae A‏ ثم نعين صنف تكافؤ 
4 باستخدام التعريف (۳--۱4) فاذا كان 4= فإنه يوجد صنف تكافؤ واحد فقط . 
وإذا كان 2۸ أخذ عتصراً اختيارياً ۵6۸ بشرط أن يكون 43م ثم نعين 5 کا 
فعلنا بالنسبة ل 2 . فاذا کان 35-4 فإن هذا يعني أنه يوجد صنفا تكافؤ فقط . 
واذا کان ۸4 عوون2 اخترنا عنصراً جدیداً ۸4 بحيث يكون دا 4#ع» ثم عينا 3 
جرا حتی نحصل على أصناف التكافؤ كلها . لاحظ أنه باتباعنا هذا الأسلوب نستنتج 
أن أصناف التكافؤ تشكل تجزئة للمجموعة 4 وفق التعريف (188) . 


والآن لنعين أصناف اتکافژ في المثال أعلاه . 


وفق تعريف صنف تكافؤٌ1 {x|xe A^ xXRI1}‏ = 
لاحظ أن باقي قسمة كل عنصر في 1 على 3 هو 1 7,10 ,1,4{= 


۷۹ 


لاحظ أن باي قسمة كل عنصر في 2 على 3 هو 2 (25,811 


x|xe ۸ ^xR2} 


1= 
نت 
2 
۱ 
(13م ۸ ={x|xe‏ 
= 
> 


لاحظ أن با قسمة كل عنصرفي 3 على 3 هو 0 [3,6,9,12 


ملاحظات 


(۱) من الواضح أن [۶=)1,2,3 تشكل تجزئة للمجموعة ۸ . 
اس ا مجموعة حاصل قسمة 4 على ۸ ويرمز ها بالرمز 4/۸ أي أن : 


!8133م دم 


(۲) لاحظ أن 1=4=7=10 وأن 2-5-8-11 وأن 3-5-9-12 أي أن العناصر 
المتتمية إلى صنف تكافؤ واحد متكافئة ويمكن أخذ أي منها ببثلها . ولنعميم هذه الأفكار 


وتأكيدها نقدم النظريتين الآثيتين 
نظرية (۲-۳) 
إذا كانت 44 وكانت ۸ علاقة تكافؤ فما فان : 


ل( (أعحوه ۵19 


(ب) 8-قه وءط 


)>( وعطمة ما لم يكن 5-8 


البرهان 
0 أولا : لنبرهن 2-8« aRb‏ 
نفرض أن xea‏ فیکون لدیتا : 
تعریف صنف تكافؤٌ ۾ 
لأن xRa ^ aRb => xRb‏ 


66 > xRa 
=> 1 
=> xeb 


r) 


والآن لنفرض أن 85ع* فيكون لدينا : 


تعريف 85 xeb => xRb‏ 
لأن aRb <> bRa‏ 0 >= 
تعريف 4 6 >= 
2( دی ا 


من (1) . 2) نجد أن 2-8ح مه 


ثانياً: 
لنبرهن أن : مهمه قدج 
لا كانت ۸ انعكاسية فان 818 ومنه 68 وهذا يقتضى أن ۶ع۵ (لأن 5=ة) 


وهذا يقتضي بدوره أن 0ه . 
إن أولاً وثانياً تعطيان البرهان الكامل للفقرة (أ) من النظرية . 


(ب) أولا : لنبرهن أن : 2-8ه وعم 


تعریف 4 bea >» bRa‏ 
من الفقرة (أ) من النظرية © 2-7 د 
انیا : لبرهن أن هد 2-8 


من الفقرة (أ) من النظرية ط۸ + 2-8 
لأن ۸ تناظرية bRa‏ >= 


1 
پر 
mM‏ 
2 
3 
اه 
5 


(ج) إذاكان ۰8-8 فن الواضح أن 208-25 . 
آما إذاكان 2 فان 608-8 لأنه لو فرضنا جدلاً أن 208 لوقعنا في تناقض 
مع کون 87 على النحو الآني : 


اه Xš =D‏ موده 66 دج xe(ûnP)‏ ذه ۵ م2 


۷۸ 


نظرية (۳--۳) 

إذاكانت م4 فان کل علاقة تكافؤ في 4 ينتج عنها تجزئة للمجموعة 4 . وبالعكس فان کل 

تجزئة للمجموعة 4 ينتج عنها علاقة تكافؤ ۸ معرفة في 4 . 

البرهان 

لنفرض أن 8 علاقة تكافؤ في 4 ولنبرهن أن أصناف التكافؤ بالنسبة للعلاقة ۸ تكون تجزئة 

للمجموعة 4 .. 

)1غ( نلا كانت ۸ علاقة تكافؤ فانه ۷۵۸6۸ :۵8 وبالتالي فان 468 وفق تعريف 68 . 
وهذا يقتضى أنه 464 4:۷+ة. 

anb=¢ : Va, ۸ ۲)‏ مالم يكن 2-5 ۰ وفق (ج) من النظرية (۳--۲). 

0 من )١(‏ نستنتج أن 4 عبارة عن إتحاد جمیع أصناف التكافؤ اشتلفة لأن کل عنصر 
۸ ينتمي إلى صنف تكافوٌ وحید . ومن (۱) ۰ () ۰ (۳) نستتتج أن أصناف 
التكافؤ امختلفة بالسبة للعلاقة ۸ تجزيء احموعة 4 لتحقيقها التعریف (۳--۱۳). 

والآن لنبرهن العکس 

لنفرض أن المجموعة ۴ تجزئة للمجموعة 4 ولنعرف علاقة ۸ على الحو الآتي : 

من أجل قيمة واحدة فقط ل 1 من +2 عرك ميك R={(a,b)|(a, b)e 4; x‏ 
ستبت أن ۸ علاقة تكافؤ في 4 . 

(1) 4عهل : ,4عه من أجل قيمة واحدة فقطال ۶ وفق التعريف (۳--۱۳) وبالتالي 

يكون لدینا : 
aRa‏ جه 61 (4ره) > A; xX A;‏ ء (ه,ه) > A;‏ 4:6 ع ه ٠7‏ 
وهذا يعنى أن ۸ علاقة انعكاسية . 

V(a,b)eR 0‏ : معره,م) لأن : 

(a,b)e R + (a,b)e A, x وفق تعريف 1 بك‎ 
=> a, بل ع5‎ 
= )5, a)e A; x A; 
=> )5, ae R 
. وهذا يعنى أن ۸ علاقة تناظرية‎ 


۷۹ 


7 لأن‎ (a,c)e R: لعن ,رطام زطبه) ؟‎ (FP) 


(a,b) a (b,c)e R > رك ۸۸۱۵:۵6۸۷ »رفع (طيه)‎ F وفق تعريف‎ 
د‎ a, be A;^b, ce A; => (رقص4فا)عط‎ 
> i=; A; لأن طعرك‎ 
=> a, cE A, => (a, ع0‎ 4; xX بك‎ => (a, لاعن‎ 


وهذا يعني أن ۸ علاقة متعدية . 


من (۱) ۰ (۲) ۰ (۳) نستنتج أن ۸ علاقة تكافؤ في ۸ . 


مثال (۱۱-۳) 

ليكن « عدداً طبيعياً ولتكن 2 مجموعة الأعداد الصحيحة ولنعرف علاقة ۸ في 2 كا بل : 
- نر عر 3 067 3 جه xRy‏ 

أي أن الشرط اللازم والكاني لتكون × في علاقة مع بر هو أن يكون الفرق بینهیا يقبل القسمة 

على العدد ٠١‏ وقد نعبر عن ذلك بالصورة : (7 00)نر > :دج رود ونقول عندئل إن × 

يطابق ل قیاس 1. 

( أثبت أن 8 علاقة تكافؤ ني 2. 

(ب) أكتب أصناف التکافو وفق العلاقة ۸ . 


xR× : ۷-2 )0( 4(‏ لأن «0-د- د وبالتالي فان ۸ علاقة انعكاسية , 
() ار > برعم لأنه إذا کان «ودبر-» فإن : 
«(عو- )ع »- نر (ر-د)- وبالتالي فان علاقة تناظرية . 
5 معدد عاارم رود لأنه إذا كان : 
۲-۷ وکان «يوعم-بر فان : 
"42+ ,)2 )+( )اجه x—2=qn‏ ¢ (وو+روعه6) 
وبالتالي فان ۸ علاقة متعدية . 
من (۱) ۰ (۲) ۰ (۳) نستنتج أن ۸ علاقة تكافؤ في 2. 
(ب) أصناف التكافؤ هي : 


۸۰ 


x|xeZ ^ xRO} 0 وفق تعريف صنف تکافو‎ 
{x|xeZ ^ x —-0= qn} 

| SERS qn} 

3n, — 2n, — n, 0, n, 2n, 3n, °°}‏ = و 

۳ xR 1} 

Kx a‏ 2ع داد 

1 2 1-9 1, 1 +n, 1+2, °°°} 

2 Dp Da 2 24+ 2+ 20۰۰۰1 : وبالثل‎ 


EN‏ ر م تسم 


+n, n—1 +20, °°}‏ 1 11-2 1 سر اقح 1 ور ,271 س1 ست زر ۰۰ ] 1 سار 


ملاحظات 


(۱) إن صنف تكافؤ أي عدد ۰۲72 حيث ۰۸<7-1 يساوي صنف تكافؤ وحيد من 
الأصناف التى عيناها أعلاه » وبالتالي لا نحصل على صنف تكافؤ جديد للعدد 6 فثلاً 


بوضع 
2-1 ,۱41,۰۰۰« تلاحظ أن : 
1- 20-17 ,1,۰۰۰ 16+ ,۱662 وبالتالي فان : 
1- 20-127 ,۰۰۰,[ 1 +80 » وفق النظرية (۲-۳). 


(۲) لتكن (1-,2,<)0,1,2,:۰۰. نسمي ,7 مجموعة البواقي الصغری غير السالبة قياس 
n‏ ا الأعداد الصحيحة قياس العدد الصحیح الوجب ۷) ۰ وقد جاءت هذه 
التسمية لأنه لكل > یکون ۶ کا أن ۲ هو أصغر عدد صحيح غير سالب 
ينتمي إلى 7. 

() ۷۰2 فان 5-7 من أجل قيمة وحيدة للعدد ,2 عم لأنه : 


Vke Z:ik=qn+r م‎ Osr<n ۸ 7 


وهذا في الحقيقة برهان كاف على أننا قد عينا جميع أصناف التكافؤ بالنسبة للعلاقة ۸ في 
الثال آعلاه . [لاحظ آنا لو فرضنا آن تود وود و ۸+ وود 
حيث 11> ”7 ,067 خصلنا على أن ۶-۶ وهذا ما يؤكد أن » تتتمي إلى صنف تکافژ 
وخ : 
(4) نسمي مجموعة حاصل القسمة 2/۸ في هذه الحالة أصناف البواقي قياس * ونرمز لها 
بالرمز ,2 أي اھ 
(1-ه ,۰۰۰ ,0,1,2)ع,2 
(۵) سنری فيا بعد أن لكل من انجموعتین ,2 و ,2 محالاً حصباً في دراسة البنی الجبرية . 
مثال (۱۷-۳) 


إذا عرفنا في *8 العلاقة ۸ على النحو الآتي : 
0< 7ج Vx, ye R*:xRy‏ 

فأثبت أن ۸ علاقة تكافؤ في * ومن ثم أوجد أصناف التکافو بالنسبة للعلاقة ۸ . 
الحل 
)ا( VxeR*:xx>0sVxeR*:xRx‏ 

وهذا يعني أن ۸ علاقة انعكاسية . 
(۲) ۱*۲ جد xRy‏ لأن 0< دز جه 0< برد 

وهذا يعني أن ۸ علاقة تناظرية . 


: لأن‎ xRyayRz مدع‎ (YF) 


0> )2 )ر ) = 0 < 2 ^0۸ << 
من خواص الأعداد الحقيقية 0< 2× ر = 
بقّسمة طرفي المتباينة على 2 ,0 << 62 >= 


وهذا يعنى أن ۸ علاقة متعدية . 
من 00 ۰0 () نجد أن ۸ علاقة تکافژ في *8. 
والان لنوجد أصناف التكافؤٌ بالنسبة للعلاقة ۸ 
تعریف 1 R*AxRI}‏ |17 < 1 
/ 
1 


0> 1 جه xR]‏ (1<0دم * 8 26| < 


AY 


1={x|xeR*Ax>0} 
=R* 


(-1)=x|xeR*AxXR(—1)} )-1( تعريف‎ 


= {x|xeR*AxX(—1)>O} 
={x|xeR*A —x>0} 


من خواص التباینات » }0< {x|xeR*Ax‏ = 


چك 


وهذا يعني أن علاقة التكافؤٌ ۸ جزأت المجموعة *8 إل لصنق تكافو فط ها جموعة الأعداد 
الحقيقية الوجبة * 8 ومجموعة الأعداد الحقيقية السالبة 87 أي أن : 


R*/R={R*,R 7} 


لاحظ أن 24 8*۸۴ وأن *8 = ”۴# ن * ۴# مما يتفق مع کون علاقة التكافؤ في يجموعة 
ما غير خالية ينتج عنها تحزئة للمجموعة نفسها 


تمارين ( ل 


(r 


: إذا كانت (4-11,2,3,4,5 ۰ [8=)3,5,7,8 فأجب عا يلي‎ )١( 


0 


)( 
ربع 


(ج) 


(د) 


(@ 


أكتب عناصر كل من 4×8 )8×4 . 

إذا كانت [(2,8) ,(7 ,2) ,(5 ,1) (1,3)) فهل ۸ علاقة ثنائية من 4 إلى 
8 مع التعليل ؟ واذا كان الجواب بالإيجاب فاكتب مجموعة تعريف ۸ وكذلك 
مدی ۶ , 

إذا كانت ۸ كما وردت في الفقرة (ب) فأكتب عناصر 8-1 . هل * "18 علاقة 
ثنائية من 8 إلى ۸ ؟ ولماذا ؟ وإذاكان الجواب بالايحاب فاوجد كلا من مجموعة 
تعريف ومدی 1 ۸ . 

إذا كانت ((4,5) (3:4) ,(2,5)) =۸ فهل ۸ علاقة ثنائية من ۸ إلى 8 ؟ 
ولاذا ؟ هل ۸ علاقة ثنائية من 8 إلى 4 مع التعلیل ؟ هل 1 علاقة في ۸ ؟ 
ولاذا ؟ هل ۸ علاقة في 8 مع التعلیل ؟ 

إذا کانت 8-۸ فهل ۸ علاقة ثنائية من 4 إلى 8 ؟ واذا كان الجواب 
نم فعين كلاً من مجموعة تعریف ۸ ومداها » > ثم اکتب عناصر! 1 ومثلها 
سهميا وبيانيا . هل 4 “8 - !- ۸؟ 


۸۳ 


قف 


(۳ 


06 اذا کانت 8 ۸۷ 2 1 فأكتب عناص ر کل من ۸ ۰ في الحالات الائية : 


)ا( 2 س برح يرجه xRy‏ 
)1( دج xRy‏ 
۳ < ۲ جه XRy‏ 
(f)‏ 3ج XRy‏ 


(ز) أكمل ما يلي : 
0 ۰ (8عترم ۲2|( )۲ 
R={(x,ylxe Any << ۸ 6( > ۰ 0‏ 


R={(x,y)lxe Baye A^x—7y>0}j={** )۳(‏ 
Baye A^x+2y=0}={... (f)‏ ۱6( :16 -< 1 
(ح) کم عدد العلاقات الثنائية احختلفة التي يمكن تكوينها من ۸ إلى 8 ۴ وکذلك من 
8 ال ۸ ؟ 
إذا كانت ۴8 × 8212-8 حيث 88 محموعة الأعداد الحقيقية » فارسم الشکل الذي 
بمثل العلاقة ۸ في المستوى الإحدائي 7 في الحالات الآنية : 
ر( =x}‏ ةرم 2 #عزر |( ب)) 18 
(ب) (- 2 >ترم ة #اعزر R={(,y)l(x,‏ 
(ج) }9< R={(x, y)l(x, ye R^ x? +p?‏ 
(د) }9> ۶+ R={(x, (|), (۲۲ 2 Ax‏ 
(ه) (36- 92+ 6۲32۸42( R={x,y)|(x,‏ 
إذا كانت (4<)1,2,3,4,5,6 فادرس کلاً من العلاقات الآنية في 4 من حيث کونها 
(أ) انعكاسية (ب) تناظرية (ج) متعدية (د) لاتناظرية (ه) علاقة تکاف. 
R, = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4,4), (5, 5), )6:6(( (1)‏ 
R=R, - ))5, 5)} ()‏ 
R= {(1, 1), (1,2), (2, 1(( (۳‏ 


۸ 


(4) 


)( 


(1) 


اف 


5( })2 :2)) داب 1 


(( (02:6) بر 
9 6,1 (01:5) ی 
۵4 ((4 ب4) ,)3,3( ,)4,3( ,)3,4({ R,=‏ 
x A 4‏ 4و 


إذا كانت ۸ علاقة ثنائية من 4 إلى 8 فأثبت أن : 
() مجموعة تعريف ۸= مدى!-8 . 
(ب) مدى ۸= مجموعة تعریف * ۸ . 
إذا كانت *2 محموعة الأعداد الصحيحة الوجبة وعرفنا فها علاقة ۸ كا بلي : 
2 < 2 + ترجه Vx, yeZ*:xRy‏ 
فأوجد كلاً من احموعات الآنية : 
4 ۸ (ب) مجموعة تعریف ۸ (ج) مدی 8 . 
رد 8-4 ومثلها سهمياً وبيائياً . 
إذاكانت 2 مجموعة الأعداد الصحيحة فادرس كلاً من العلاقات التالية في 2 من حيث 
كونها (أ) انعكاسية (ب) تناظرية (ج) متعدية (د) علاقة تکافژ (ه) لاتناظرية (و) علاقة 
ترتيب جزني (ز) علاقة ترتيب كل . 


۷ ۷, 6/۰: تقبل القسمة على × = | جه‎ « )۱( 
Vx, 6/7: mx > نز‎ C9 
Vx, yeZ:xRy جه‎ << 69 
۷ 2 ۷:6 <x >> بر‎ (©) 
Vx, yeZ:xRy <> (x, J)=1 جه‎ )٥( 


× و و عددان أوليان فا بينهها . 


إذا كانت (ء 4۰:۰ وكانت (۲“)۸4 فعين ۴ التي تشكل تجزئة 
للمجموعة 4 في كل مما يأني مع ذكر السبب في حالة کون ۶ لا تشكل تجزئة للمجموعة 


Ao 


"0 


(8) 


(۱) 


0 


(۱۳ 


P={({a, b, e}, {4}, )( 0‏ 
(ب) P={{a, c, e, d}}‏ 
(ج). (() P={{c, d}, {e, b},‏ 
e}, {a, d}, {b,c}} (5)‏ ,4{{= 
P={4} (4)‏ 
إذا كانت (20,-۸4<)0,1,23,:۰ وعرفنا في 4 العلاقة ۸ على النحو اي : 
۸ ,هلا >R:‏ باق قسمة 4 على 8 يساوي باي قسمة ط على 6 فأثبت أن ۸ 
علاقة تكافؤ ف 4 ومن م اما أصناف التكافؤ بالنسبة للعلاقة 1 
إذا كانت 2 مجموعة الأعداد الصحيحة وكانت ۸ علاقة معرفة فيها على النحو الآتي : 
0 < ( - مده 1 3 3627 ۱67۰ Vx,‏ 
فاثبت أن ۸ علاقة تکافز في 2 ومن ثم عين أصناف التكافؤ الناتجة عن ۸ . 
ناقش صحة كل من العبارات الائية : 
(أ) إذاكانت ۸۶4 مجموعة منتهية » وكانت ۸ علاقة تکافز فيباء وكانت م 
مجموعة أصناف التكافؤ اختلفة الناتجة عن ۸ فان |4| > ۳۱ . 
(ب) إذاكانت 4 مجموعة غير منتبية وكانت ۸ علاقة تكافؤ فيها وكانت 4/8 -5 فان 
احموعة 2 قد تكون منتية وقد لا تكون كذلك . 
6 ف الحالة (ب) ۰ اذا كانت ۵ فانه بوجد ۶٤۶‏ محيث ۳|<|۴۱]. 
إذا كانت (7 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,4-41 وكانت ۸ علاقة معرفة في 4 كا بل : 
(2 ,4) ,(4 ,2) ,(7 ,7( (6 ,6( ,)5 و ,4( ,0 2 ,2 ,)1 ,1))< 
})5 ,6( ,)6 ,5( ,)4 ,7( ,7 ,4( ,)2 ,7( ,)7 ,2( 
فأثبت أن ۸ علاقة تكافؤ في 4 ومن ثم أوجد أصناف التكافؤ المرافقة 
إذا كانت (7,8 ,6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,1 ,4-0 وكانت ((0,3,6(,)1,4,7(,)25:8)) 
فأجب عا بل : 


(أ) هل ۶ تجزئة للمجموعة 4 ؟ ولماذا ؟ 


۸1 


(ب) اذا كانت ۶ تجزئة للمجموعة ۸ فأثبت أن ۸ علاقة تكافؤ في 4 حيث : 
x )2,5,8(‏ }5,8 ,2ب (7 ,4 ,1) x‏ (7 ,4 ,1)ن (6 ,3 ,0{ R= )0, 3, 6} x‏ 
(ج) أكمل العبارة 4 عبر دلا :رده ۰ , 
(د) ما هي أصناف التكافؤ بالنسبة للعلاقة ۸ ؟ 
(۱۲) اذا کانت *4=2×2 ۰ حيث 2 مجموعة الأعداد االصحيحة وکانت ۸ علاقة في ۸ 
معرفة كا يلي : 
جر نودجت V(x, y), (2, we A4:(x, y)R(z, w)‏ 
فأثبت أن ۸ علاقة تكافؤ في 4 ثم أوجد أصناف تکاف كل من العناصر الآنية : 
(a, b) « (2, 3) « (1,2) » (1, 1) » (O, 1)‏ 
واذا كانت 4/8 -5 فهل مه > |۲| ؟ 
وإذاكان 72۳ فهل > |۶| ؟ 
من الواضح أن كل عنصر في 8 هو من الشكل (8 ,2)-۶ فإذا اتفقنا أن نكتب (5 ») 
بالشكل 5/ه أي أن ط/»-(5 ,ه) فهل هذا بتفق مع التعريف المألوف (الكلاسيكي ) 
مجموعة الأعداد القياسية © الا وهو : 
{xlx= ap, q€Z^q4#0}‏ =0 
وپذه الطريقة نكون قد حصانا على المجموعة © كحاصل قسمة *2“2 على ۸ اي 


أن : ۰2*0« عدم 


AY 


الباب الرابع 


Mappings التطبيقات‎ 


فت 


۱-64 تمهيد وتعاريف 
ات (الرواسم) من أهم الفاهم الرياضية وأوسعها انتشاراً وأ كثرها فائدة » فل أن تجد 
فرعا من فروع الریاضیات الا وللتطبیقات فيه نصیب الاسد ‏ إذ هي تستخدم في التحلیل 
الرياضي وابر والهندسة والتبولوجیا وغير ذلك » كما تمتد استخداماتها إلى فروع العرفة الاخری من 
فیزیاء وكيمياء ونحوها . ۱ 

وکلمة «تطبیقات» مفردها تطبیق » وسنری ان التطبیق ما هو الا حالة خاصة من العلاقة 
الثنائية من محموعة إلى أخرى » بغض النظر عن طبيعة العناصر النتمية لكل من هاتين انحموعتین » 
ما جعل التطبیق قادراً على احتواء مفاهم أخرى مثل الدالة أو التايع أو اتحویل وما إلى ذلك من 
مصطلحات كانت تستخدم في فروع الریاضیات » وتبدو احیانا وکانها اشیاء مختلفة وقد جاء 
التطبیق لیجعلها حالات خاصة منه فثلا الدالة الحقيقية في التحلیل الریاضی ما هی إلا حالة 
خاصة من التطبيق (إذ هي تطبيق من مجموعة جزئية من مجموعة الأعداد الحقيقية إلى حالة 
الأعداد الحقيقية نفسها) والان ما هو التطبيق من وجهة النظر الرياضية العاصرة ؟ 

إن التطبيق كا آشرنا أعلاه هو حالة خاصة من العلاقات الثنائية . ولتعبین تطبیق ما بلزمنا 
ثلاثة اون أضافئة هي : 
(۱) مجموعة أولى ۸4 . 
(۲) مجموعة ثانية 4 عوط. 
(۳) قاعدة (أو قانون) نستطيع بوساطتما ربط كل عنصر من عناصر ۸4 بعنصر وحيد من عناصر 

8 

تسمى المجموعة الأولى 4 مجموعة تعريف التطبيق (النطاق ‏ المنطلق ‏ المجال) 
Domain‏ کا تسمى المجموعة الثانية 8 المستقر (النطاق المصاحب ‏ المحال القابل) 
Codomain‏ . 


AM 


تعريف (4--۱) 
إذاكانت 4 ۰ 8 محموعتین غير خاليتين وكانت 8 ×4 >۸ » فان العلاقة ۸ تسمى تطبيقاً 
(ويرمز له عادة ب /) عندما تحقق الشرطين الآتيين : 


(۱) مجموعة تعريف العلاقة ۸ تساوي ۸ نفسها أي أن : 
yJeR}=A4‏ ,)۸ 6۸| 


(۲) كل عنصر في 4 يرتبط بعنصر وحيد من عناصر 8 أي أن : 


(x, (۸), 2(6 16 ترج‎ 2 


مثال (۱-4) 

إذاكانت (4 به رط ,۰۸-1۵ (5 ,4 ,3 ,2 ,8-1 فان كلاً من العلاقات الآتية تمثل تطبيقاً من 
4 إلى 8 

(b, 2), 6 3), (4, 4( 4‏ ,)1 به)) -8 در 

f=R={(a, 1), (b, 2), 6, 1), (4, 2)} (ب)‎ 

J=R={(a, 1), (b, 1), (e, 1), )4, 1)} (ج)‎ 

مثال (۶--۲) 

في امثال (4--۱) عين مدی التطبيق ۴ في كل حالة » ثم ارسم مخططاً سهمياً مثل کل تطبيق على 
حده , 

الحل 

() مدی التطبیق و -(4 ,3 ,2 ,1) د ۶ 

(ب) مدی التطبیق ۶ (2 ,1) < 8 

(ج) مدی التطبیق  B=‏ 


۸۹ 


® »© هم وه 


)( 
إذا كانت العلاقة 8۸8 تطبيقاً من 4 إلى 8 » فاننا نعبر عن ذلك بالصورة : 


#8-۸:/- أو ودک (ويقرأ ؟ تطبيق من المجموعة 4 إلى المجموعة 8 ) . 


مثال (۶--۳) 
إذاكانت (4 ,3 ,2 ,4-11 : (8 ,7 ,6 ,5) 8 فأي من الخططات السهمية الآنية لا عثل تطبيقاً 
مع التعلیل ؟ 
4 
8 
لح / 
أ( (ج) 
ال 
() لا يمثل تطبيقاً لأن 364 ارتبط بعنصرین مختلفين من عناصر 8 هما ۰7 8 هما ينافي 
تعريف التطبيق . 
(ب) لا يشل تطبيقاً لأن 464 لم يرتبط بأي عنصر من عناصر 8 وهذا مخالف تعريف 
التطبيق . 
سؤال 


في الثال السابق إذا عکسنا اتجاه الأسهم في الخططات الثلاثة فان كلاً منها لا بمثل تطبيقاً من 8 
ال ۸ . فا هو السبب في كل حالة ؟ 
۹۰ 


تعريف (4--۲) 
إذاكان #ج4 تر تطبيقاً وكان />(ر :«) » فإننا نسمي العنصر 8 صورة (أو خيال) 
العنصر ۰6۸ ونكتب ذلك بالشكل : (×)/=ر > أو (۶0-رسد ‏ وإذا كانت 
4ع ,4 ۰ فإننا نعرف صورة ,4 كا يلي : 

J(4,)={yeB|ly=f(x)a xe A4, } 


تعريف (--۳) 

نقول عن تطبیقین » و إنها متساويان » ونكتب ودل » إذا حققا الشروط الآتية : 
)١(‏ مجموعة تعريف /- مجموعة تعريف 9 . (۲) مستقر =f‏ مستقر 9 . 

(؟) (۸:/(<96 عدا حيث ۸ مجموعة تعريفها . 


Inverse Image الصورة العكسية‎ ۲٤ 


إذا كان ۶۸-8 تطبيقاً » فان نستخدم الرمز 1 ليدل على العلاقة العكسية للعلاقة ۶ . 
والجدير بالذ کر أن العلاقة العكسية لتطبيق / ليست بالضرورة تطبيقاً > وذلك واضح من 
الال (5-"”) حيث أن الفقرة (ج) منه تمثل تطبيقاً وليكن ۶ من 4 إلى 8 ٠‏ في حين أننا لو 
عکسنا اتجاه الأسهم لخصلنا على العلاقة العكسية للتطبيق ۶ » أي لحصلنا على 1-/ والتي لا تمثل 
تطبيقاً من 8 إلى 4 (ماذا ؟) . 
تعريف (4-14) 
إذاكان 4+8:/ تطبيقاً وكانت 8 > ,8 » فإننا نسمى المجموعة (,1)8-/ الصورة العكسية 
للمجموعة وه 6 ونعرفها کا لي : 

J (B,)={xe Aly=f()^ ye B,} 
: وإذا كانت [ر)= ,8 » أي مكونة من عنصر واحد فقط » فاننا نكتب‎ 

f *({y})={xe Aly=f(x)} 

أو احتصارا (۷/-۸۱>)-(() ۰۳ وتدعى الصورة العكسية للعنصر ١‏ . 
مثال (8-86) 
إذا كانت (0 ,۰,۰ به)-4 › (6 ,5 ,4 ,3 ,2 ,8-1 ء وكان 4+8:/ تطبيقاً معرفاً 
بانمخطط السهمي اجاور وكانت : 


۹۱ 


یاه By BEB‏ حيتت 
A,={a, 9, 4( < A,={c, ۵, e}‏ 
B,={1, 2,3} < B,={2,4, 5}‏ 


: فعين ما يلي‎ 
60۵ (Df HD (iD fS) (GW f (B,) (v) f(A,) 
(vi) f(A) (vi) f{(A,0A4,) (viii) f(4,)uf(42) 
(ix) (4,042) 00 (يشارم(,4)ر‎ (xi) ff (B,)) 
(xii) f7 (f(A4,)) (xii) f (BuB,) (xiv) f7 (B,)Juf (B2) 
(xv) f (BB) (xvi) f (B,)Jnf (B2) (xvii) £ (B1) 
(xviii) (f7 (B,))'. 
الحل‎ 


() J(d4=4 (ii) f7 (D={a, e} (ii) /”')5(-! (<9 
(iv) £ (ظ)۱‎ ۲۸/1, 2, 3})={a, ce, b} 
(v) 1۱۸, (<)۱: 9۰ d})={1, 2, 4} 
(vi) f(4)={1, 2, 4, 6} 
(vii) J(A,UA4,)=f({a, b, d, c, e})={1, 2, 4} 
(viii) /(A,Juf(4,)={1, 2, 4}u{1, 4} ={1, 2, 4} 
(ix) f(A4,042)=f({4})= {4} 
(x) 114 (/)۸:(< 1۰ 2, 4}n{1, 4}={1, 4} 
(x) رار‎ (B,))=f({a, e, b}={1, 2} cB, 
(xi) f7 ۱ 04,( ۶ ١ ))1, 2, 4})={a, c, b, 4, e} د‎ 4, 
(xiii) f7 (BU B,)=f  ۲))1, 2, 3, 4, 5})={a, b, c, d, e} 
(xiv) f 7 )8 ب‎ 7 1(B2)= ی به‎ b}u{b, d, e} ={a, b, c, d, e} 
(xiv) f ۱)8,8(-<[  ({2})={b} 
(xvi) ز‎  ۱)8, (۲  ')8يز به) د‎ c, b}n{b, 4 e} = {b} 
(xvi) ۱08 (4, 5, 6})={d, e, n} 
(xvii) (f7 (B,)'=({a, c, b})'={d, e, n}. 


۹۲ 


)١5( نظرية‎ 
: (ذا كان 8ب4:/ تطبيقاً وكانت 454 ,4 › 8258 ريه فان‎ 
() (يشارء (,4)/< رف كرك‎ 
(i) f(4, 04,)=f(4,)uf(4»2) 
(iii) f(4,^42) /(4,)^f(42) 
(iv) /)/  ')8ر(( رظء‎ 
)۷ f f(A4,)2 A4, 
(vi) J (B0 B2)=f (BJNnf (B2) 
(vii) f ۱), u زوه‎ =f“ 1)8,( (و1)8- رن‎ 
(vii) f (B1)=(f 7 (B,))' 
البرهان‎ 


تذكر أن 1-/ هي علاقة عكسية للتطبيق ۶ » لذلك فان ۶-1 ليس بالضرورة تطبيقاً من 8 إلى 
A4‏ . 


لنفرض أن ۸,۸۰ ولنبرهن أن هذا يقتضي أن (ر4,(=/)4)/ 
لا کان 4,241 فن الواضح أن : 


J(4,)={yeBly=f(x)a xe 4, ( s {ye راق‎ =f(x)^ x€ 42} (و4)/‎ 


(i) 


وهذا يعني أن J(AN)SS(A2)‏ 


: لتبرهن أن الطرف الأيسر محتوى في الطرف الأيمن‎ )١( 


(ii) 
Vye f(A4,0A4,):3 xe A, U A,3y = f(x») 


۷ 


y= f(x)e f(4,)‏ >= معد 
۳ |- 
y= f(x)e f(4»)‏ >= و۸ 


>  f(A,04,)S f(4, f(4») 
: لنبرهن العكس » أي أن الطرف الأيمن محتوى في الطرف الأيسر‎ )۲( 
ye f(4,) = 3x, € 4,3 y= f(x) 
ye ADNAN 3 
رد 3 >= (يم)رعبر‎ 4 3 y= (يو«ار‎ 


۹۳ 


)042 4)/ عبر >= f(x, )vy= f(x)‏ بر د رخاب كمع يد ۷ رد3 
f(A,Juf(42)S f(4, 042)‏ = 


من )١(‏ ۰ (۲) يتم التساوي . 
( <ر دوم ۸ عد< 3 زليام ۷۵۸ نزن 
(,4)رء(«)/ع برح 00 


(ي406/)4)/ر ye‏ > م 
xe A» > y= f(x)e f(4»)‏ 


> f(A,042)S f(4, f(42) 
(iv)  Vyef(f (B,)J:3xef (B,)J3y= f(x) 


=> y= f(x)eB, / ')8,( وفق تعريف‎ 
> Jf (BSB; 


43) ۷ 6۸, : > f(x)e )ل‎ 4 


وهذا بقتضي بالضرورة أن ((,۸)/)*ع» لأن 
تعریف الصورة العكسية محموعة ((,۵۸6/)۸ ۱۸,1۸ 


(۱) لنبرهن أن الطرف الأيسر محتوى في الطرف الأيمن : (vi)‏ 
رد وظم,8 عنر 3 دیص Vxef‏ 
تعریف ((,12)8 7 / لها =xef‏ ,215( 
تعریف (وظ) ار >xef (B2)‏ رظ مر ۱ 0 


>xe ۱), (B2) 
رك ررقم )۱ج‎ (B)nf (B2) 
: لتبرهن العكس 5 أي أن الطرف الأعن محتوی في الطرف الاپسر‎ )۲( 
لقاع‎ HB) دح‎ ۱8 ۸ f (B2) = f(x)e B, حم‎ f(x)e B»; 
> f(x)e BıNB, = xef (B^ B») 7 من را‎ 
لاد‎ (B2)s f (B10B2) 
. من (۰)۱ (۲) يتم البرهان‎ 
)( وبطريقة مشابهة لبرهان الفقرة (ز) عکن برهان الفقرة‎ 


5 


(viii) xef (Bı)=> f()eBj = رظع وار‎ = x¢ f 7 (B,) 
> xe(f (B,J) (1) 
xe(f KB) > x¢ f 7 (B,) = f(%)¢B, = f(x)eB, 
> xef 71(Bi) (2) 


من (1) ۰ (2) نستتتج أن 7)8 /)=80)¶ 


Types of Mappings انواع التطبيقات‎ ۳-۶ 


تأمل 'امخططات السهمية الآنية ثم آجب عا يلي : 


42 
(ب) 


(ج) 


(د) 


لف 


هل كل مخطط منبا يمثل تطبيقاً ؟ وحدد النطلق والمستقر والمدى في كل حالة . 

في امخطط )١(‏ » هل يوجد 8٤ر‏ بحيث يكون ر صورة لعنصرين مختلفين من عناصر 
4 ؟ إن مثل هذا التطبيق يسمى تطبيقاً متبايناً (أحادياً واحد لواحد) [07 #«اناءوزه1 
[One to one, 1-1‏ 

في المخطط (۲) » هل يوجد 68« بحيث يكون « ليس صورة لعنصر واحد على الأقل 
من عناصر 4 ؟ (أي هل يوجد 8٤ر‏ بحيث يكون (×) غير من أجل ×٤4‏ . إن مثل 
هذا التطبيق يسمى تطبیتا غامرا (شاملا ‏ فوقيا) [ماع6 [Surjective or‏ , 

في امخطط (۳) أجب عن السؤالين (ب) ۰ (ج) ماذا نلاحظ ؟ إن مثل هذا التطبيق يسمى 
تقابلاً (أو تناظراً أحاديا) .[Bijective or 1-1 and onto]‏ 

في المخطط (4) أجب عن السؤالين (ب) ۰ (ج) ماذا تلاحظ ؟ إن هذا التطبيق ليس متبايناً 
ولا غامراً ولا تقابلا . 


3 


(۱) () 


۹9 


2 


تعريف )٥٤(‏ 
إذا كان 8+-4:/ تطبيقاً فإننا نقول إن : 
(۱) ۶ تطبیق متباین إذا تحقق الشرط الآ : 
و ,× = (وت) /<(را وأو يدع × = (ی/10,(۶) 


(۲) ۶ تطبيق غامر إذا كان 8-(4)/ » أي أن مدى ث/ر يساوي المستقر (وهذا يعني أنه 
(«اردمر دم عع 3 :6 ۷). 


(۲) / تقابل (أو تطبيق تقابل) إذا كان متبايناً وغامراً . 

مثال (8-84) 

لیکن 2+ 2:] تطبيقاً معرفاً بالشكل : 1+×=(«»)/ . 

(أ) ادرس هذا التطبيق من حيث كونه : متبايناً غامراً تقابلاً » مع التعليل . 

f 1))1,7(( i) f7 (0) (i) f(-13}) (i) f(5) © (ب) أوجد‎ 

(ج) أرسم مخططاً سهمياً تبين فيه صور العناصر 62× حيث 2>«*>2- وفق التطبيق ۶ . 
(د) هل * 7 تطبيق من 2 إلى نفسها ؟ وإذا كان الجواب بنعم فاكتب تعريفاً للتطبيق ٠1‏ ؟. 
الحل 

(أ) / تطبيق متباين لأنه : 


Vx 67رد‎ f (x,)=f (x2) => x, +1 << +1 <x, وات‎ 


45 


تطبيق غامر » لأن كل عنصر من عناصر المستقر هو صورة لعنصر من عناصر المنطلق 
(مجموعة تعريف ۲ ) [إن #ع* هو صورة العنصر 162-* وفق / لأن 
-1+(1-»)- (1 - ۲[ وفق تعريف / ] . 

ولا كان ۶ متبايناً وغامراً فهو تقابل . 


(ب) وفق تعريف | 1-6+ 5(<5)/ )( 


(ج) 


0 


(i) /))-1,3((- )0,4(‏ 
وق تريش الضورة الک له ۲-1۱ -(۱)0 "۶ (ii)‏ 
(iv) f ۲ ۰)۱۱,7((- {0,6}‏ 


نمی لأن ۶ تقابل وهذا يعني أنه لكل عنصر في المستقر صورة عكسية وحيدة في المنطلق 
وبالتالي فان *-/ هو تطبيق تقابل أيضاً ويمكن تعريفه كا يلي : 

لا كان 1+-(0/-< هو صورة العنصر × وفق التطبيق f‏ فان الصورة 
العکسية للعنصر و أت (()( ۲ : هي : 

بالتعویض عن × من © 1-ر=×=(ر)' / 

ولا كان ر عنصراً اختياريا من 2 فیمکن الاستعاضة عنه بالحرف × ویکون لدینا : 


f 7‏ حيث او عر ار 


a هناك‎ 


ليكن 18+ 8:/ تظبيقاً ا ا يلي : 2ج أي ترح وار 


4 


هل / تطبيق متباين ولاذا ؟ 


(ب) هل / تطبيق غامر ولاذا ؟ 


(ج) 
(د) 


الحل 


4 


هل / تقابل ولاذا ؟ 
أوجد مدی التظبيق ر آي (7)8 . 


لا : لأن یدرد (و[-ل(عل فثلاً 1- =1 ل (۱-)/-(۱) . 


۹۷ 


(ب) لاء لأن 0< در وبالتالي فان جميع الأعداد السالبة في المستقر ليست صوراً 
(ج) لاء لأن التقابل يحب أن يكون متبايناً وغامراً . 
)د( J(R)={yeR|y=f()=x?axeR}‏ 

J(R)={yeR |y >0} 

=R *u{0} 
)۷-۶( مثال‎ 
: في المثال (5-4) لو اعتبرنا المستقر هو المحموعة (0) ن * 0-8 لكان التطبيق‎ )۱( 
حيث ۶«( غامراً فقط » لاذا ؟‎ 1:8 +€ 
٥= ۴ * هو المجموعة (0)ن‎ ) f لواعتبرنا منطلق ۶ (مجموعة تعريف‎ )٠٤( في المثال‎ )۲( 
لكان التطبيق -0:/ » حيث ۶«( » متباينا فقط » لماذا ؟‎ 

(۳) في المثال )١٤(‏ لو اعتبرنا النطلق = المستقر = * ۴ لكان التطبيق : 


cfJ:R FT ¬R*‏ حيث ۰10-2 تقابلاً» لماذا ؟ 


Composition of Mappings تركيب التطبيقات‎ 55 


إذا كان 4+8:/ > »9:8 تطبيقين» وقابلنا كل عنصر ×٤4‏ بالعنصر 
© €( =(×)2=۸» فإننا نكون قد عرفنا تطبيقاً ‏ من 4 إلى © . سنرمز هذا التطبيق بالرمز 
۸2 ونسميه «مرکب التطبيقين / » 9 » (كيا يسمى أحياناً حصل التطبيقين أو تابع التابع أو 
دالة الدالة) . إننا نستطيع التعبير عن مركب التطبيقين كا هو موضح أدناه : 


۹۸ 


مثال (5-م) 


إذا كان هوني الك R‏ مگ ور تطبيقين حيث 1+ ۰/0۵۷ 1-×=(x)و‏ فأوجد : 


(أ) تعريفاً لكل من التطبيقين لو » وه وماذا تستنتج من ذلك ؟ 
(ب) تحقق أن (2)(/-9) ۶ (2)(و٠/)‏ مستخدماً الفقرة (أ) . 
(ج)_ آوجد کلاً من قر 2ه ومن م (1-)*۰1 (1-) و . 


الحل 
(أ) وفق تعريف ۶ (1+ ماو( زاو( (ر»و) 
وفق تعریف و (1) 2 1-(1 + 2) = 
وفق تعریف 9 (1-- (0د۵)ز- و) (-) 
وفق تعريف / 1+ =(x—-1(‏ 
)2( 2+ ×2 ×= 
من  )1(‏ (2) نستنتج أن 0۰/۶/۵ » أي أن تركيب التطبيقات ليس إبدالياً في الحالة 
العامة , 
(ب) باستخدام (0) 22-4 ((2))و-(2) (۰1و) 
باستخدام (2) ۰ 2+2=2 × 2-*2(=2)و)/=(°9()2/) 
وهكذا نجد أن (2) (4f) )2( ¥ (f*9)‏ 


(ج) سنعرف التطبيق 7۶ بالشكل : ۲۶-۰۲ ۰ *7 بالشکل ۰((۰۶-۶۶۰۲-*1 
وهکذا . . . ستعرف التطبیق "۴ بالشکل : 2۳۳۲۲۰۶ 
بعد ما تقدم یکون لدینا : 


تعريف ل )1+ f(f(x)) = f(x?‏ = (([-)< وم ل 
تعريك / مرة آخری 1+ )1+ (x2‏ = 

2+ ×2 + *× = 
ومن ثم فإن 5= 2+ J(-1=(-1*+2(-1)‏ 
وبالمثل : (1-)و- (0)و)و- ((9۰9)< 970 
تعريف 9 1-(1-—( = 
تعريف و مرة أخرى e‏ 
ومن ثم فإن 3--1-2--(1-)92 


۹۹ 


نظرية (4--۲) 
إن عملية ترکیب التطبیقات تحقق خاصة الدمج (التجمیع) أي اذا کانت : 
روهظ عياف وى ار تطبیقات فان : 

(heg)of=ho(g°f) 
البرهان‎ 
من الواضح أن مجموعة تعريف التطبيق الرکب /۸:۵(۰) هي المجموعة 4 » وأن مجموعة تعريف‎ 
التطبيق المركب (/0)901/ تساوي مجموعة تعريف التطبيق /0۰ ۰ وهذا بدوره مجموعة تعريفه هي‎ 
احموعة ۸ ۰ وهذا يعني أن للتطبيقين /*(09) و ([۸۰)0۰ مجموعة تعريف واحدة لذا تحقق‎ 
الشرط الأول من تساوي تطبيقين . ويتحقق الشرط الثاني بطريقة ماثلة » حيث نجد أن المجموعة‎ 
: هي مستقر التطبيقين /۰۵(۰) و( و)٠٠. أما الشرط الثالث فيتحقق إذا أثبتنا أن‎ 2 


دا (زره و5 )- (-) زه زوه 4:))0 xe‏ ۱۷ 


((n-g)f)(x)=(h-g)(f(*)=h(g( f(x) —— (1) إن‎ 

((h- (gf))(x)=h(g f ())= h(g(f(x)) وإن )2( سس‎ 

من (1) ٠‏ (2) نرى تحقق الشرط الثالث » وبذلك تم برهان النظرية . 
مثال (4-5) 


إذا كانت حم وك وجل ع تطبيقات معرفة کب بلي : 


h()=sin x « g(x)=2x . (1‏ 
فتحقق أن (hog)ef = he(g°f)‏ 
الجن 
تعریف "[ ))1 ۱۰۵۰( )(۵ )>( (۰9(۰۲)) 
تعريف 9 ))1+ =h(g(x+1))=h(2(x‏ 
تعريف #(1)- (1+ )2 12و - 
h(g( f (۵ + 1)=h(2(x + 1))‏ - (() زه واطع -) (ز» )۰ 

= sin 2)» + 1( س‎ )2( 

من 05 (2] نضد آنبیا جریا 


۱۰۰ 


تعريف (۷-۶) 

إذاكان ۸-۸:/ تطبیقاً » حيث *-(۰/0 فإننا نسمي مثل هذا التطبيق الذي يرسل كل عنصر 
من 4 إلى نفسه ف ۸ «التطبیق الطابق ؛ او التطبیق اغاید Identity map‏ 6 ونرمز له 
بالرمز ,1 أو 1 إذا لم يكن ثمة التباس . 

نظرية (4--۳) 

إذا کان 4+8:/ تقابلاً > فان 1-/ هو الآخر تقابل من 8 إلى 4 » كا يكون : 


( ,۶۱۰-1 (ب) م۱ (ج) إذاكانت ۸<8: فان 
1= 1= سر ره ۱ 
البرهان 


لا كان ار تقابلاً فان كل عنصر من عناصر 8 هو صورة لعنصر وحيد من عناصر 4 . (ويكون 
4(=8)/) وهذا يقتضي بالضرورة أن تكون الصورة العكسية لكل عنصر من عناصر 8 مكونة 
من عنصر وحيد من عناصر 4 . اي انه 

()!- رعم دل عه 3 :۷6 


وهذا يعني أن ۶71 تطبيق من 8 إلى 4 . وبفرض أن رط » و صورتا ره ٠‏ ره على الترتيب وفق 


التطبيق / ۰ فإنه يكون : 
>a, =‏ (وط) ۱ ان 
(لماذا ‌ (و۵) [<(,) اجه 
روطع رمه 
إذن 7 متباين . 


ولا کان 4 -(ظ)۱- ۶ (لماذا ؟) » فان *-/ غامر . مما تقدم نجد أن '-/ تقابل من 8 إلى 4 . 
كا نستنتج أن ()1 وح (ه)/دة. 


4 (4) احه- (ط) ١‏ /- (زه)/) ۱[ (۱۰۲)۵ ۸:۲۲ ۵6 ۷ 
اذن له 
(ب) (ط)م 1ح مح (ه) [ ززم) 7-١‏ )1- (۱)۵ ۷8:۰1 
فلا رلک رمل 
(ج) (بفرض أن » صورة © وفق .)f‏ ()۱-(۱)/)۵ )۷۵۰۸:۴۲۰۶ 


(1)0-(ه)ر اده - 


1۰۹۱ 


صفحة ۱۰۴ : وكذلك (بفرض أن الصورة العكسية دى 
(مر احه- (ه)[- ((ه) Vae A:fof "(a 1) ۲ ١‏ 
ما تقدم نستتتج آن 1= 1= ۰-۱ ۱ 
مثال (۱۰-۶) 
إذا كان ۰ و تطبيقين معرفين بالخططين السهمیین الآتبين » فعين أي مما بلي يمثل تطبيقاً مع رسم 
مخطط سهمي له : 


(ب) 
٩ )( f7 0(‏ و لا ۰ رز () دز 
(vii) fog (vii) gg (vi) gg ©‏ 0۰1 


() "77 تطبيق مخططه السهمي نفس الخطط السهمي (أ) بعد عكس إتجاه الأسهم . 


4 و تطبيق مخططه السهمي نفس انفطط السهمي (ب) بعد عكس إتجاه الأسهم . 
(i)‏ إن ۶*۰7 تطبيق من 4 إلى 4 نفسها كا يتضح من الخطط السهمي الآئي : 


۱۰۲ 


: إن ۱-/۰/ تطبيق من 8 إلى 8 نفسها كا يتضح من المخطط السهمي الآني‎ (iv) 


(vi) ۰ (v)‏ نتبع نفس الطريقة العمول با في كل من الفقرتين (لذة) : (۷) فنجد 
'g=gg =1,‏ و 

(أة:) إن وثر تطبيق من 4 إلى .8 لأن 4(=4)و ومن ثم نطبق ۶ على (4)و فنحصل على 
-(۶)۸-(۸)و)/ وعخططه السهمي كالآني : 


(ا) إن و ليس تطبيقاً من 4 إلى نفسها لأن 8 -(4)/ ولكن (8)و-((9)/)4 غير معرف 

(أي أن صور عناصر 8 تحت تأثير التطبيق و غير معروفة لدینا) . إن هذا الثال أفاد في الأمرين 

الاتیین : 

(أ) جاء لیوضح ويحقق ما برهناه في النظرية (4--۳). 

وب) اذاکان 4+8:/ :و تطبيقين فان 9۰۶ يعين تطبيقاً من 4 إلى ظ عندما یکون 
مستقر ۶ يساوي محموعة تعریف (منطلق) و أي عندما 8-©. 

تعریف (۷-4) 

إذا كان 4+8:/ تطبیقاً حيث یکون > (مر) -(4)/ أي أنه : هعمنر- ود)/:4 ۷:6 فان 

نسمي مثل هذا التطبيق «التطبيق الثابت» . 


¥ 


نظرية (4-5) 

. إن تركيب تطبيقين غامرين تطبيق غامر‎ )١( 
. إن تركيب تطبيقين متباينين تطبيق متباين‎ )۷( 
. إن تركيب تقابلين تقابل‎ )۳( 


البرهان 
فس ج گنوی کسیر ق إن + 


)١(‏ 4-8)/ لأن ۶ غامرء 6-(00/0۸-(008 لأن و غامرء ومنه نستنتج أن ۰۶و 
غامر » حيث وجدنا ©-(6/()4. 

(۲) لنفرض أن ()(/90)-(,*)(/00) فيكون لدينا : ((,۵//6-((,۵/0 ولاکان و 
متباينا فان (0:(</)2/: ولكن / متباين أيضا ؛ إذن ×= ,× وبالتالي فان 9۰1 
متباين . 

0 من () ۰ 0 واستناداً عل تروک تقایل غنوي أن هن تقایل کد رن کل من 
f‏ »> و تقابلا . 


(۱) لقكن (4=)1,2,3,4,5 + [ء,4 ن,طبه) =8 بين أي من العلاقات الآنية تكون تطبيقاً 
وده جار ونا وگ میا اعدا ل اا في اک او ارخ 
تطبيقا : 
b), (5, 4)}‏ ,4( ,لك ,3) ,)2,4( (i) R= {(1,e),‏ 
(ii) R= ))1: 6(, (2,e), (3,e), (4, b), (5, b)}‏ 
(iii) R= {(2,e), (3,4), (4,4), (5,e)}‏ 
}) ,2( ,له ,4( (iv) R= {(1,4), (2,e), (3,e),‏ 
(v) R= {(a, 3), (b, 3), (c, 3), (4, 3), (e, 3)}‏ 
(vi) R= {(a, 1), (e, 3), (4,4), (4, 5)}‏ 
(۲) ارسم مخططا سهميا لكل علاقة وردت في القرين )١(‏ . 
() إذاكانت 8-82 فين ما إذا كانت ۸ تطبيقاً أم لا مع التعليل في كل من الحالات 
الاتية : 


16ح تبرج ^x?‏ 8 عبر بد|(( ند)) (û) R=‏ 
(û) R={(x, y)|x, yeR ^ 32 - 2-62-01‏ 
(مه > <y‏ ۸0 4 >> 4- م 16 ذبر + (ii) R= {(x, y)J|x, yeR ^ x?‏ 
(4) لیکن 4+8:/ تطبيقاً معرفاً باشخطط السهمي التالي : 
ولتکن [4,=)4 ۰ ,4 )و۸ 


B={n,o,q} < B, = {m, p,q} 


أوجد كلاً ن 

0 ۰ 0 ¢ 

رب) (یهت يمار ۰ (یش)لن(,۸/ وقارن بينهما . 

(ج) (وامصيهان (۸,(/)۸۸)/ وقارن بينها . 

ره (ي8هب )7۱ زوه)' (uf‏ 68" وقارن بینہا . 

(ه) )B (7)82) ۰ BAB)‏ £ وقارن بینا . 

رن رما (لره)ي/)'-2 وققق أن ((,4)/)' رحرك . 

رن رهم . (زي8)'-7)/ وتحقق أن 8 >((8) )ال 
(م) ادر ۰ ۲۳۹8,(۲) وقارث بیضا . 


رم ليكن 2-*۲:2 تطبيقاً معرفاً على النحو الآني : 2-5 -()/ 


(أ) مثل هذا التطبيق جزئياً بمخطط سهمي تظهر عليه صور الأعداد × حيث 
10> عر >4. 


(ب) هل هذا التطبيق متباين ؟ ولماذا ؟ 


۱۵ 


الف 


(۷) 
(۸) 


(ج) هل هذا التطبيق غامر؟ ولماذا ؟ 
(د) هل هذا التطبيق تقابل ؟ ولاذا ؟ 
(ھ) أوجد كلاً من (1)؟. (1-) ۲7 0 وتو 
(و) أوجد ((4- كبر عبر 
لیکن سح ود 8 تطبيقين معرفين كالآتي : 
g(x)=2x+1 00(- -2‏ 
4 عرف کلا من التطبيقين ۰۷,۵۰1 ود/< وا 
رب أوجد كلا من ٠۸,‏ ۸)4 وماذا تستنتج من ذلك ؟ 
ما مو القبيط الازم راناي لیکون علیق ما 1 تطبیق عكسي ۳۱ ؟ 
یکن و 1 3 تطبيقاً متبايناً من 5 إلى نفسها ولتكن م > |8| أثبت أن f‏ غامر 


ومن ثم ۶ تقابل . إن أي تطبيق متباين 8 من مجموعة منتهية إلى نفسها يسمى تبديلاً 
(تبديلة ) لأن ٿان على عناصرها لا تعدی البادلة بين مواضعها فتلا إذا "كانت 


۰ < وکانت قورع فان و يكتب بالشكل : 


۱ 8 له 2 )- 
)و ۰۰۰ )902 )4(1( 95 


لاحظ أن 5- (900(,۰۰۰,۵00) -(5)و وأن (۵01 ۰ (002 06 هي صور العناصر 
1 ۰ ۰2 ۰.۰.۰ عل الزتیب.. 


5 5 3:4 9 1 5 4 3 2 1 
الا رذ 5 حت 10 : 5 
والان بفرض (5 ,4 ,3 ,2 ,1) ۳ 5 4 3 0 1 1 2 4 ۳ 9 


ر کرو 

(ب) ‏ قل * 5ل وتحقق آن و1 

)<( ۰9 و ۵۰0 (fog)‏ 
رد هو وققق أن 1۰7-۱ ۱-9(و) 
وهم 2۰۶و یهد . 

رو قق أن 0۳۰9-۶۰۲۶۱ 


۱۰۹ 


(4) إذا كانت لدينا التطبيقات الآتية : 


(+«)كرت ×× ; HR‏ جاتر 
gRHR *uU{0}; x™x=g(x)‏ 
( 2ج ; h:R*HR‏ 
RHR ; ×× -:)«(‏ 


کاو لا متا مق ج وغه ونعاین س قامر قال :: 


(0۱۰) لیکن ۸-8 تطبيقا معرفاً کا بلي : چ =(»)/ 

علما بأن (2)- 8 4 (1)- BSR‏ . 

آثبت أن ۶ تقابل » ومن ثم عرف التطبیق 7۱ من 8 إلى 4. 
(11) أثبت صحة الفقرة (11) من النظرية (۱-6). 


۱۷ 


الباب الخامس 


Binary Operations العمليات الثنائية‎ 


۱-۵ تمهيد وتعاريف 

قد جد العلماء الریاضیون أحیاناً عو عندما يطرح علييم سوال من غيرهم عن مدى الفائدة 

التطبيقية (العملية) لنظرية ما في الرياضيات ومدی ارتباط هذه النظرية محياتنا اليومية » إِذْ قد لا 

یکت جواب هذا وال یمر واش ,.فكم من سک رياضية جد هد لك × وک ين 

نظرية قد برهنت ۰ دون أن تظهر فائدة تلك الحلول على السطح إلا بعد وقت طويل قد يقاس في 
بعض الأحيان بالقرون . وهذا فعندما ننظر إلى الرياضيات يحب أن تکون نظرتنا ثاقبة وبصيرة 

ويف نس . نقول هذا وشن بضدد ادراسة العمليات الثنائية (الاثنانية) وهي التي تعتبر قريبة من 

حياتنا اليومية » لاسما إذا عرفنا أن كلاً من عملية الجمع والطرح والضرب والقسمة الألوفة ما هي 

إلا عملية ثنائية على مجموعة الأعداد الحقيقية *13 مثلا . ولكن هل هذه العمليات الأربع هي 

العمليات الثنائية الوحيدة أً م أنها محرد حالاات خاصة ؟ هذا ما سيحدد القارئ جوابه بنفسه من 

خلال دراسته لهذا الموضوع 

تعريف (۵--۱) 

إذا كانت 57۵ وأمكن تعريف تطبيق / من مجموعة حاصل الضرب الديكارتي 5*5 إلى 

المجموعة ۵ نفسها ۰ قلنا عن ۶ إنه عملية ثنائية على (أو في) 5 ۰ ويستعاض عن رمز التطبیق / 

بالرمز ٠‏ ۰۶ (ويقرأ نجمة) . 

ملاحظات 

)١(‏ نستنتج من تعريف العملية الثنائية * على 5 أن 5ه 5 5:* تطبيق مجموعة تعريفه 
المجموعة 55 ومداه محتوى في المجموعة 5 أي أن 5 = (8<5)*. 

(۲) جرت العادة على أن نكتب صورة العنصر 5 5ع((,د) بالشكل x*y‏ م عن 
(ز,<)* حيث يكون بالطبع ۲*5( ,)۶ , 


۱/۸ 


(۲) تستخدم رموز عديدة للعملية الثنائية غير الرمز « « » کالرموز « ۰۷۰ 8© ۰۰ . .الخ . 

ره إذاكانت 5 عملية ثنائية على 5 قاننا تقول أحياتاً إن 5 مغلقة بالنسبة للعملية * (أو 
5 مغلقة » إذا لم يكن نة التباس) » أو نقول إن * عملية مغلقة أوإن * عملية تشكيل 
(أو تركيب) داخلي . 


تعريف (۵--۲) 
إذا كانت ٩۶4‏ وكانت « ۶ » عملية على 5 » ليس بالضرورة أن تكون * عملية ثنائية » 
فإننا سنکتب ذلك بالشكل ( *,5 ) ونسميه نظاماً ذا عملية ونعني بذلك أن : 5+7 «<5:* 
تطبيق ولكن ليس بالضرورة أن يكون مداه مجموعة جزئية من 5 (أي قد يحدث أن يكون 
5 . 

فإذا كانت 725 قلنا إن النظام («.ک) مغلق (أو ذو بينة جبرية) » أما إذا كانت 
5 فاننا نقول إن النظام ( *,5 ) غير مغلق . 

لاحظ أن قولنا «إن النظام (*,5) مغلق» يعني تماما قولنا إن العملية * ثنائية على 3 
وقولنا إن النظام (*:8) غير مغلق يعني أن العملية * ليست ثائية على 8. 
بعدما تقدم نورد الامثلة الآتية : 


مثال (ه١)‏ 

اذا كان (*,2) نظاماً ذا عملية » حيث * معرفة كا يلي : 

+ دعر 7 : 2 2 2 ع (( (x,‏ ۷ . فن الواضح أن العملية * ثنائية على 7 لان * تعني 
عملية الجمع العادي « + » على 2 ومعلوم ان حاصل جمع اي عددین من 7 [اي حاصل جمع 
العددين المكونين من الزوج 7 [(x, y)eZ‏ هو عدد ينتمي إلى © » ولذلك فإن * تطبيق من 
2 إلى 2 نفسها . وهذا يعني أن النظام (+ ,2) مغلق . 


مثال (۲-۵) 

إذا كان (*,8) نظاماً ذا عملية »> حيث * معرفة على النحو الآني : 

xy‏ ع بر #۷ ۲ : 8 < ۲ V(x, Je‏ . فن الواضح أن هذا النظام مغلق لأن العملية * ما هی 
إلا عملية الضرب المألوفة ٠0:‏ على انجموعة 18 » ومعلوم أن حاصل ضرب أي عددین من 8 هو 
عدد يمي إلى 8 . وهذا يعني أن (,8) نظام مغلق أي أن عملية الضرب ۰۰۰ على 88 عملية 


ثنائية . 


۱4 


مثال (ه”م) 

إذا كان (*,* نظاماً ذا عملية » حيث * معرفة على النحو الآتي : 

لر = × = بر × ×: *2 يا *2 ع (ر ,») ۷ . فن الواضح أن هذا النظام غير مغلق أي أن 
العملية * ليست عملية ثنائية على +2 : وذلك لأنه عندما تكون ×< ر فان 0>«- : وبالتالي 
فان *#2ر-× أي أن مدى العملية * غير حتوى في *2 . ونعبر عن ذلك بقولنا إن عملية 
الطرح «-» ليست ثنائية على *2 أو إن النظام (- ,*2) غير مغلق . 


سؤال 
هل النظام (- , 2) مغلق مع التعليل ؟ 
مثال (ه4) 


بين أي من الأنظمة الآتية يكون مغلقاً مع ذكر السبب : 
۳ (*.2) ۰ حيث * تعني عملية الطرح «» على 2. 
(ب) (*,*©) > حيث * تعني عملية القسمة «+» على *©. 
(ج) (*,0) » حيث * تعني عملية الجمع «+» على 6. 
الحل 
(أ) إن النظام (-,2) مغلق لأن العملية «-؛ ثنائية على 2 لأنه : 
2ع« - :۷ 2( V(x,‏ 
(ب) إن النظام (+ ,*۵) مغلق > لأن العملية « + » ثنائية على * لأنه : 
ش * © عبر عبر + : * 0 x‏ * 0 ع (رز )۱۷ 
(ج) إن النظام (+ ,©) مغلق » لأن عملية الجمع ۰+» ثنائية على © لأله : 
202 + 2:2« 2) (”2 ,2) ۷ 
لاحظ أنه بوضع (+×=2 . +2 حيث 6۴× یکون لدینا : 
۲ (۱ + راز +( + (x‏ ع و در 
ملاحظة 
إذا كانت 8<4 وکانت العملية « * » غير معرفة تماماً على 5 أي لا تحقق شروط التطبیق من 
5 إلى محموعة ما 7 فاننا لن نعتبر الزوج (*.5) نظاماً ذا عملية » وحیتثنٍ فن الأولى أن لا 
نكر فلا . 


۱۱۰ 


مثال (ه ه) 

(أ) إن (+,۵) ليس نظاماً ذا عملية لأن عملية القسمة + » غير معرفة من أجل العناصر 
(x, 0)e © x ©‏ « أي أن «+ه لیس تظبيقا مق ۵ × ۵ إلى ۰0 حيث ر/×=ر+×. 

(ب) إن (*,2) » حيث * معرفة على 2 كا بلي : 
(1-ر)/(«+×) =ر*٭×:2× 2٤(ر‏ ,)7 ۰ ليس نظاما ذا عملية لان صور العناصر 
65 غوس (غیر غد وبالتال: فان * لیس طا من 2:2 إلى 2, 


تعریف (۵--۳) 
إذا كانت * عملية ثنائية على 5 تحقق الشرط الاتي : 
د * مرح بر * عد : قاع و Vx,‏ 

قلنا إن * عملية إبدالية (تبديلية) Commutative Operation‏ . 
تعريف (۵8--8) 
إذا كانت * عملية ثنائية على 5 تحقق الشرط الاتي : 

(2 ۱ ) عرد 2 *( *36#) :265 Vx, y,‏ 
قلنا إن * عملية ذامجة (تجميعية) 613]10م07 Associative‏ » وعندئذ بالامکان إهمال الأقواس 
كلية وكتابة ذلك بالشكل 2*ر*× . 
تعريف (۵-۵) 
إذاكانت * عملية ثنائية على 5 فانن نقول إن العنصر 5٤ء‏ عنصر محايد أبن بالنسبة للعملية * 
إذا تحقق الشرط الآتي : 


»ره 5:۷ ع ۷ ۷ 
کا نقول عن 5٤ء‏ انه عنصر محايد أيسر إذا تحقق الشرط : 
VxeS:exx=x‏ 
ونقول عن 5٤ء‏ إنه عنصر محايد ٤1٥٤۸۹۲‏ را٤1‏ إذا تحقق الشرط : 
VxeS:ixte=ekx=x‏ 
تعريف (۵-) 


إذاكانت + عملية ثنائية على 5 وكان 5ع» عنصراً محايداً أيمن فإننا نقول عن العنصر 5ع*":د 


1١ 


انه نظير (معكوس) أن للعنصر ×٤8‏ عندما يكون : 


أما إذا كان ٠٠5‏ عنصراً محايداً أيسر فإننا نقول عن 5ع1-> إنه نظير أيسر للعنصر 5ع عندما 
يكون : 

روز 
أما إذا كان 225 عنصراً محايداً فإننا نقول عن العنصر 5ع1-> انه نظير العنصر ×٤5‏ عندما 
يكون : 


هديرا “يرت 1 پر شور 


نظرية (۱-۵) 

إذا كانت * عملية ثنائية على 5 وكان ٠٠5‏ عنصراً محايداً بالنسبة للعملية * فان © عنصر 
وحيد . 

البرهان 

لنفرض أن 5 عنصر محايد آخر فيكون لدینا : 

eke =e —(1)‏ لأن © عنصر محايد ريا 

=e -02(‏ e«٭e‏ لأن ع عنصر محايد فشا . 


من (۰0 (2) نجد أن مده . 


نظرية (۲-۵) 


إذاكانت * عملية ثنائية دامجة على 5 وكان ٠65‏ × هو نظير 5ع« فان × عنصر وحيد في 


ال 5 
البرهان 
لنفرض أن 25 نظير آخر للعنصر 65× فیکون لدینا : 
0 ترك 1 روود مد 
۳ اليرت علا پر( ر یر هب 


من (1)» (2) نجد أن تيرك ابر 


۱۹ 


مثال (۷۲-۵) 


إذا كانت + عملية ثنائية معرفة على 2 كا بلي : 


0 
(ب) 
(ج) 


(ب) 


۴ ر * :2 ها 2ع )ر ,»)۷ فأجب عا باي‎ =2 x+y 


آثیت أن العملة ‏ لست ابدالیة.. 
اب أن اق ك السك داغة: 
أوجد كلاً من (ئ) 3*2- » 24-3 وقارن بينهها . 
(6 1*3(*0-) › (1*)3*0- وقارن بينهما . 
ادرس وجود عنصر محايد أعن » أيسرء محاید . 
ادرس وجود نظیر من » اسر غ نظير لكل 62× . 


تعريف * Vx,yeZ:xxy=2x+y‏ 
(ما 1 تکن كه »+ بر2 غو 
ع ۷ << 


وهذا يعني «*عر*» أي أن * ليست ابدالية . 


تعريف *:2 +( »+ 2(x‏ = 2 ۷( + 26:0۲ ,ل( ,نا 37 


تعريف * :+ [بر+ع2]2 2 
+z 0‏ 2+ ع«4ع- 
تعريف × ;)2 x*(y*2)=2x + (y*‏ 
تعر يف * © 2+ بر2 +2 - 
من © ۰ © نجد أن * ليست دايحة لأن (2+)*2*((*) (رغم تساوي الطرفين 
عندما 20 ) , 
0۵ © 4-=2+(3-)3*2=2- › © 3(21-)+3-22- *2 


من © ۰ © نجد آنهیا غير متساويين ما يحقق أن * غير ابدالية . 
0 3+0-2+(0-2]2-1+(1*3(*0-2-1*3-) 

-1*)3*0(-2)-1(+3*0--2+2:3+-0-4 © )( 

من ۰۵ © نجدأ نها غير متساويين مما يحقق أن * غير دايحة . 


۱۱۳ 


(د) لنفرض أن ۰22 عنصر محاید أيمن فيكون لدينا : 
وفق تعريف ع )1( VxeZ:xke=x‏ 
وفق تعریف * )2( 2+۰ <ه ۲۷ 


من (1) » (2) نجد أن +2 ومنه «--ه وهذا يعنى أن © متغير ولا يحقق 


کا العنصر المحايد الأعن الا من أجل العناصر الى من الشكل : 3 
62×2(×-,×) حيٹ يكون عندها ×=(×-)+×2=(×-)٭× أما العناضن 
62×2(×- ,«) حيث ۶*۶ فلا تتحقق خاصة العنصر الحايد الأيمن من أجلها حيث نجد : 


نرعود- )+ بر2 -(«-)*بر وبالتالي فإنه لا يوجد عنصر محايد 

أيمن بالنسبة للعملية * لعدم تحقق تعريف العنصر الحايد الأيمن . 

والان لنفرض أن 262 عنصر محايد أيسر فيكون لدینا : 

وفق تعريف © )1( < عن ۷ : #ع عر ۷ 

وفق تعربف * )2( e»x=2e+x‏ 
من (1) ۰ (2) نجد أن «+26-* ومنه ۰-0 وهذا يعني أنه بوجد عنصر محايد أيسر بالنسبة 
للعملية * الا وهو الصفر . 

لا كان من التعذر وجود عنصر محايد أيمن بالنسبة للعملية * فانه لا بوجد عنصر محايد 
للعملية * . 


(ه) لما كان من التعذر وجود عنصر محايد أيمن فانه لا يوجد نظير أيمن لكل عنصر 7 « 
وكذلك لا يوجد نظیر حيث فقد النظير الأيمن » بتي أن ندرس إمكانية وجود نظير أيسر. 
لنفرض أن ۶-127 هو نظیر أبسر للختضر 7 فيكون لدینا : 


x7 ۱ <6<0 0 × تعریف‎ 


تعريف ‏ * @ 2= 
من © ۰ © نجد أن 0=×+ 2×1 ومنه 2/- =1 × » ولكن #2 د_دوماً » فثلاً إذا 
كانت 1=× فإن 4¢2- > * »ء وبالتالي فإنه لا بوجد نظير أيسر لكل عنصر في 2 بالرغم من 
وجود عنصر محايد ايسر . 
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سؤال 

لو استعضنا عن 2 بالمجموعة © في المثال (5) فهل يوجد نظير أيسر لكل عنصر في 0 ؟ 

ولاذا ؟ . 

مثال (۵--۷) 

لیکن (* ,*8) نظاماً ذا عملية » حيث *نز-نز»* لكل * 61 د آدرس العملية * من حيث 

کونها (أ) مغلقة (عملية ثنائية) (۲) ابدالية (۳) دامحة . 

الحل 

Vx, عر‎ R *:x*ر=ر*‎ 28 * إن * عملية ثنائية على *8 لأنه‎ )١( 

(۷) إن * عملية غير إبدالية لأنه ليس بالضرورة أن يكون : ۶*«ر-برهد لأن : 
رویز دام . 

(۲) إن * ليست دامحة لأنه إذا كانت * 261 ,ر ,× فانه یکون لدینا : 


)1( ور مر درز و + (بر*ع) 
(2) *2(*=)2(*=2*ر) =(2*ر)*x‏ 


وواضح من (1) 6 (2) عدم التساوي 8 
ملاحظات 


(۱) في حالة وجود عنصر محايد أيمن فقط (أو أيسر فقط) بالنسبة لعملية ثنائية على محموعة فانه 
لا بشترط أن يكون هذا العنصر احاید وحيداً . 

(4۲ إذا وجد عنصر محايد أيمن فقط (أو أيسر فقط) بالنسبة لعملية ثنائية على مجموعة وكان لكل 
عنصر في هذه المجموعة نظير أيمن (أو نظير أيسر) فلا يشترط أن يكون وحيداً . 

(۳) سیکون اهتامنا منصباً أك لدراسة بعض الأنظمة الغلقة (البتى الجبرية) التى.يكون فبا 
عنصر محايد » أي أن العنصر الحايد (إن وجد) فهو أيمن وأيسر في آن واحد » وكذلك 
الخال بالنسبة لنظير کل عنصر (إن وجد) فيجب أن يكون أن وأيسر في آن واحد . 

(4) إذا كان النظام (*,5) مغلقاً؛ وكانت * عملية دانحة» وكانت ین ٠٠٠,‏ ,ر× فان : 


و«<*(ي«» ,)دود هرد لأن * داعة » وباستخدام مبدأ الاستقراء الرياضي 


۱۵ 


فإنه يمكن تعميم ما سبق على النحو الآني 


Xa‏ *( ۲۰۰ رود (X1‏ = رد ۷۰۰۰۸ ۳ و۳ 


وكحالة خاصة إذا كانت ,<< ٠٠٠‏ =ر×= رد فسنکتب ما تقدم بالشکل : 


۱ جرع ره‎ «x= x” 


(ه) إذاكان (*,5) نظاماً مغلقاً ودايحاً وكان 05 عنصراً محايداً فيه وكان لكل ×٤5‏ نظير 
2-85 فان : 
=e 0‏ <م أي آن العنصر امحاید نظير نفسه لأن : 
ce lxe=eke =e” (1)‏ لأن © عنصر محايد . 
(2) €= ۵*٭e=e*٭‏ 6 ) وفق تعریف نظير e‏ . 
من (1) ۰ (2) نجد أن مساج , 
(ب) ×=( ») لأنه بفرض أن ن × نظیر × فان × يجب آن یکون نظیر 4د 
(وهذا ر > ألا عقة و اله × یرمز له حسب ما اتفقنا 
ا 17۳ ×) » وهذا ب يقتضي أن يكون x=)‏ ان نظير اكير يجب أن 
يكون وحيداً . 
(ج) إذاكان 2-165« فسنکتب "*-+) بالشكل : 
="( )= پر "1 ) 1 يريو ار ر 
(د) نعرف =× . 
(0) إذا كانت 5۶4# مجموعة منتبية وعرفنا عليها عملية * فان النظام (*,5) يمكن تمثيله 
بجدول يدعى جدول العملية * وسنوصح ذلك بالمثال الآني ۳ 
مثال (۸-۵) 


إذا كانت (08,6)-5 فان الجدول الجاور یعرف تماماً العملية * على 5 . وبتأمل الجدول 
تكتشف أن النظام (* ,5) مغلق لأن کل عنصر 5 5([,<) له صورة وحيدة هى 5+ 
تقع في تقاطع السطر المار من العنصر × والعمود المار من العنصر « فثلاً 5<5ع(60) صورته 


4 لأن b*c=a‏ ر 


لاحظ أن العناصر المتناظرة في في الموضع بالنسبة للقطر متساوية وهذا يعي آنه : 
Vx,yeSix*y=y#*x‏ ¢ أي أن * عملية إبدالية . 


۱۱۹ 


وبفرض أن 5٤ء‏ عنصر محايد يكون لديتا : 

و م ESSE‏ وواضح من الجدول أن العنصر © يحقق هذا الشرط أي أن 
0 ح ع * 
وبفرض 7565 × نظير × يكون لدينا : 

×« بردي == ××× » وبالتفتيش 5 الجدول نجد أن نظير © هو 4 نفسه وأن 
8 :۰ کل مها نظير للآخر لأن معدؤزءءدء *+مء كا يمكن التحقق (بشئ من العناء) أن 
العملية * دامحة » أي أنه : ۱ 


Vx, y, 2ES:(x*y)*2=x*(y*Z) )۱(‏ ۰ و اليك بعض الحالات : 


(ا) إذاكانت 2-برح« فن الواضح تحقق تساوي طرفي المتطابقة (1) . 

(ب) إذا كانت 2ر × فان أحد العناصر هو العنصر الحايد وبالتالي فان تساوي طرفي (1) 
حتمى لان + إبدالية , 

(ج) إذاكانت 2رد فاما أن يكون (2-81072-6)م ۵رد وبالتالي تساوي طرفي 
(1) » واضح فهو إما ۵ وإما © . وإما أن يكون 2-6م( جرع و يام دبرع-») 
وعندها يكون تساوي طرفي (1) » واضح أيضاً لأن كلاً من الطرفين سيكون © أو 8 على 
لته 


” دراسة البنية الجبرية لمجموعة أصناف البافي قياس‎ ۲٠ 


لقد رمزنا مجموعة أصناف الباقي قياس :7 بالرمز 2 » حيث [1- 1,٠۰٠,”‏ ,0) -,,2 (ولتذ کر 
بعض العلومات حول المجموعة ,2 ينصح القاري بالرجوع إلى الثال )١5-7(‏ واالملاحظات 
التي تليه مباشرة) . والآن لندرس النظام (*,2) في النظريتين الآنيتين : 


۱۱۷ 


نظرية (۵--۳) 


إذا عرفنا على 2 عملية جمع ؛ نرمز لها بالرمز © » على النحو الآني : 


(1) 
(0) 
(۳ 
(4) 
)9( 


«ر +ع © 2 :_2ع2 Vx,‏ ء فان : 


العملية © ثنائية على ,7 . 

العملية © إبدالية . 

العملية © داعة . 

يوجد عنصر محايد ,62 بالنسبة للعملية © . 
لكل عنصر ×٤2‏ نظير بر () . 


البرهان 


(۱) 


لا كان (+ .2) نظاماً مخلقاً فانه 2عر+:«:2>ر,د۷ وبالتالي فان العدد ۴>(رجیم) 
حیث ,762 وهذا يعني أن بر 72- + وهذا ی کد لنا أن حاصل جمع أي عنصرین 
في ,2 هو عنصريتمي إلى ,,2 أيضا . ولکن يبقى علینا آمر مهم وهو أن تبرهن على أن 
صورة العنصر ,2× ,,5,73(62) وحيدة وهذا يعني أن الصورة +× يحب أن تکون 
مستقلة عن اختيار مثلي الصنفين ۰ تز ۰ وبمعنى آخرء أي أن الصنف «+× لا يتغير 
بتغير مثلي الصنفين ۰ 7 وفي الحقيقة فان هذا متحقق (ونقول عندها إن العملية 8 
احسلة التعريف defined‏ ۱۷۵۱ لأننا لو فرصنا أن 23,*ا» عرلا لكان لدينا : 


() يرغ‎ =X^ 7, =F )۲--۳( نظرية‎ 

(i) ۶,۱97, 2 8‏ 
لان : © 2ع qm;‏ عع - +x, Rx x,‏ ار 
q'eZ ©‏ بس 'وع برس رح بر ربرحه ع رز 


(x, ~x)+(y, = y)=(q +9 ( m 
)جه‎ +y,)-(x + )ر‎ = 1 
زج )اجه‎ R(x +y) 
وفق تعريف © 7 © ×= ,7 © ,کج ر + ×= رل اجه‎ 
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(۲) العملية © إبدالية لأنه : 


تعریف @ j=x+y‏ © 67 5 ۷ 
لان + ابدالية في 2 «+برح- 


تعریف © 3 < 
(۳) العملية © داعة لأنه : 


تعریف © 2 +y‏ ع - 267(92):بر27 Vx, J,‏ 
تعربف © 2 +( +ع) > 
لأن + داحة في2 (2+«ر)+×= 
تعريف © ES‏ 
تعریف © (7©2)©+- 


(4) لنفرض أن ,26# عنصر محايد فيكون لدينا : 
تعریف 83 0® ت-2 56 
تعر يف © @ =x+e‏ 


من 0۵ © ند أن عم +« 
إذن © هو العنصر انحاید بالنسبة للعملية 6. 
(ه) إن 7-۶ هو نظیر ‏ لأن : 


تعريف © (0 - يم) + برع عر م © xX‏ 
لماذا ؟ 


نظرية (4-۵) 

إذا عرفنا على 2 عملية ضرب » نرمز لها بالرمز © » على النحو الا : 
xy‏ = رد 767,۲0۵ ,۷ فان : 

(۱) العملية © ثنائية على 2 

0 السملية ۱۵ إبدالية 

(۲) العملية © دامحة 


۱۹۹ 


. © يوجد عنصر محايد ,262 بالنسبة للعملية‎ )٤( 


(۵) يوجد للعنصر ,022 نظير برع (*) عندما يكون (x, m)=1‏ < أي عندما يكون 
العددان × » ” اوليين فیا تا 
الرهان 
پرهان هذه النظرية يشبه إلى حد كبير برهان النظرية (ه") » ولذلك فسنختصر بعض 
الخطوات ومبمل كثيراً من التعليلات للقارئ . 
(۱) لاكان 62( فان برد والان لنثبت أن «× مستقل عن اختيار ممثلي الصنفين × » 
ر وذلك کالاتي : 
—~x=qm (1)‏ ,»اجه د رز 
(2) بر ,رە 7[ رز 
من (۰)۱ (2) نجد أن : 
(x, =x), = (= qq‏ 
7 147 حت xy,‏ - ل ×= x‏ + رال × جه 
xy = 2x + 7‏ + ل =x = x‏ الل اجه 
(x, y= xy) + (xy, — xy) + qq ۴‏ = 
۵+ زيرح xy‏ + از( (x,‏ = 
xm + qq 02‏ أن + qym‏ = 
(qy +q'x + qq'm)m‏ = 
qm‏ = 
إذن xy = qm‏ ول رد 
07 = ,07 رح (دع ارده 
(۷) العملية © إبدالية لأنه : 
<< ود O)‏ نی 77 ۷ 
(۳) العملية © دامحة لأنه : 
7 ۵2 (7 227,۲0 :7 2 ۷ 
(2:) > ع(رد) = 


- 20 (2 -2©)7©2( 


۱۳۰ 


Vxe2,:xOe=x ® © تعريف‎ )٤( 
xe © © تعريف‎ 
E من 0 > ۵ نخد أن‎ 
.2, أي أن 1 هو العنصر الحايد بالنسبة لعملية الضرب © في‎ 

(ه) لیس لكل عنصر ×٤2,‏ نظیر» ولكن يمكن إثبات أنه اذا کان 1=(”,») فان × له 
نظير رت" () . إذ من العروف في نظرية الأعداد أنه إذا كان 1-(7,) فإنه يوجد 
عددان صحبحان 6 ۰ 5 مثلاً حيث يكون 871+ . ولكن : 


1= 0 +۵ > 1ع 0 +0 


في النظرية (ه 4) إذا كانت " عدداً أولياً فان کل عنصر 5+5٤2‏ له نظير ,۱62 (2) ؛ 
وذلك لأن 1510-1 من أجل جميع پر 054 . 
مثال (ه4) 


إذا أعطيت الأنظمة (©,ي© › (© ,و » (©,25) » (0 ۰ (0:0 ۰ (© رو ۰ 
(©,و2) » (© ,2 ء حيث (10-,2-2 فأجب عا بلي : 


() ارسم جدول العملية لكل نظام . 

(ب) إذا كان النظام غير مغلق فبين سبب ذلك . 

(ج) بين ما إذا كانت العملية المعطاة إبدالية » دامحة في كل حالة . 

(د) هل يوجد عنصر محاید لكل نظام معطى ؟ وإذا كان الجواب بنع فعين العنصر انحاید لكل 
مہا . 

(ه) ‏ عين الأنظمة التي لكل عنصر فيا نظير. وإذا كان النظام لا يقبل نظيراً لكل عنصر فأعط 
مثالاً لذلك وعين العناصر التي ها نظير. 

(و) حل العادلات الاتية داخل النظام (2,00). 

01 <4 (¢) 30-1 )۳( 20-4 )۷( 50223 )(( 


۱۳ 


جدول (1-8) 


۱۳۲ 


جدول (8-۵) 


برعا 
و۳ 
Im‏ ۱6 حمر ۱۵ ۱6 هار I‏ ند 
N‏ ۶ هر جر ذنم عر هم | Nn‏ با 6 ها و وا | ۶ 
يسريم صم ۱ | بير 0 
صر ۱۵ سير IF‏ لمر يمر صر | صر 0 ج MN OH‏ 
OI‏ با و No‏ يم 3 كارع وار || :8 جر N JONI mI‏ 
a‏ 
۳ دا صمو ضرم | ى 
IN Mn‏ جم سر قار صر | mm‏ ۹ ۱ | دصر يمر نبور | بم 
عع 
IO IN IY‏ ۱ يمر ایا 
IO N IF NO‏ صر چم IN | IO‏ في > ۵ ۵ ۱۵ ۱6 ۱9 
2 
سم صر صر چا صن ما بم | ابر لداع دید ادها سد سك 
۱۲۰ صر ۲۵ ۱ ۱۳ ۱ بم | 06 
۱ 
mA mM IF Mn NO‏ و عم | لم ۶ صر 0 سا وا صر | صر 
۱ 
۱ 
صرح ها IAN‏ سا I IO‏ مر | m IN IM ۲ No‏ وا صر ۲ | mM IF‏ 6 سا ۱۵ + | 
+ صم IO mm I‏ سم RO‏ صر | صر كحك بمب وا ها چا صر | صا 4 ۱ In IF IO mm‏ 
2 3 
IM‏ 0 سا IF IO‏ صر صر IF‏ | چم 2 سره ها جر صريم | 6 ۳ با IN IM IF IO‏ 
NO ۲ IO mm 6‏ ضر ۶ صر [ IM‏ 1 صجض 82 Ri‏ سا | ها + صر يم I‏ 
۳ 
سب ۱۵ I‏ ضر صر IF‏ صر م۱ IO im I ۵ ۲۶ ۲۵ 595 sl‏ = ج ۶ ۷ IO ۱۳ IN‏ 
MIF mM‏ يمر بير IO‏ صر يم mm‏ ۱9 
۰( صر صر IF‏ صر يم س | مس 9 5 
NO ۲‏ ها جر صر م6 سا lio‏ و 
سب 
I‏ ضر صر چا ما 6 ۲ ۱9[ © 


0) 


2 


آوجد محموعة حل کل من العادلات الات 
(ح) احسب داخل النظام (0 ,و2) کل من 
(ط) أحسب داخل النظام (© ,2 كلا من 


ليه 


3* )۱( 
23 )۱۷( 


داحل النظام (۵ «جْ 
(۳) 5= 


x= 


FS 
)1(۳* )۲( 


30 


إن الجداول (۰)۱-9 (۲-۵)» (۵--۰)۳ (9--4) ۰ (هةهة)ء؛ (ه5) 

تمثل عملية الأنظمة (© ,و2 (0 ,»2 ۰ (© »۰02 (© ,۰ (© ,۰02 (©,28) 

على الترتيب أما جدول عملية النظام (0,) فیمکن الحصول عليه من الجدول 

(۵--۲) وذلك يجذف السطر الاول والعمود الاول منه (اي إستبعاد سطر وعمود 

الأصفار) . 

أما جدول عملية (© ,:2) فیمکن الحصول عليه من الجدول (6-) وذلك باضافة 

سطر من الأعلى عناصره كلها أصفار وعمود من الیسار عناصره كلها أصفار أيضا . 

(ب) النظام (28.0) غير مغلق لأن ۰203-6-02 وكذلك النظام (2,0) غير 
مغلق لأن 20-8-0876 

(ج) جميح العملیات © 0۰ ابدالية وداحة وفق النظریتین (۵--۳)؛ (9--4). 

(د) نم لأن © عنصر محايد جمعي للنظام (0,بیق) » حيث +02 وفق النظرية 
(۵--۳) 4 
وکذلك 1 عنصر محاید ضربي للنظام (۵).,) » حيث *7:62 وفق النظرية (ه4) 

(ه) الأنظمة الي لكل عنصر فيا نظير هي (©,,) » حيث 7-5,6,8 وکذلك 
)23,0 
النظام .(©,و2) لا يقبل نظيراً لكل عنصر حيث ,022 ليس له نظيرء وما بتي من 
العناصر فلكل واحد ما نظير. 
النظام (©,22) لا يقبل نظيراً لكل عنصر » حيث 2625 ليس له نظیر » والعناصر التي 
لكل منبا نظير هي 1 ؛ 5 . 
النظام (© ,و2) لا يقبل نظيراً لكل عنصر + حيث ,02 ليس له نظير » والعناصر التي 
لكل منها نظير هي : 1 8 a76 FE‏ 
النظام (©,28) لا يقبل نظيراً لكل عنصر » حيث 3625 ليس له نظیر ؛ والعناصر التي 
لكل منها نظير هي : 1 TE ۵ 6 F4‏ 

و )١(‏ من الجدول (۲-۵) ند أن اج ۵2-3 
(0۷ مغ الحدول (ه؟) نجد أن 2-2 02-4 
6 من الدول (-۲) ند أن 22ج 1 305 
)٤(‏ من الدول (-۲) نجد أن 2-4 1-2 


۱۳۳ 


(ن )١(‏ من الجدول (ه-) نجد أنه لا بوجد 227 يحقق هذه المعادلة » ولذلك فان 
جموعة الحل هي 04 
(۲) من الجدول (ه-) نجد أن : (2(0)2-3(07)5-5-+) د 305-6 أي أن 
مجموعة الحل هي (5,3,2) 
(۳) مجموعة الحل هي (7) لأن : 1-7 < 302-35 
(5) مموعة الحل هي (5) لأن : 6 ح 201-8 
وح) (۱) 03<3 03-21 (3 33230303-630 
0) لاحظ أن 7( :07-1 1-7 -رم 7-0۰۵ 
(ط) 6۱ 6 -3623(623-4623-6) - 23 
0) لاحظ أن 6-5 4ح 4( - (7)-*1(7) 
(5®5(@)5@5 = 
3- 
2= 
۳-۵ الأنظمة ذوات العمليتين Systems of Two Operations‏ 


تعرف أحياناً على مجموعة ما مغد5 عمليتين + . ۰ فإذا كان النظامان (*,5) (5,۰) مغلقين 
بالنسبة فاتین العمليتين فإننا نكتب ذلك بالشكل (5,*,۰) وندعوه نظاماً ذا عمليتين ثنائيتين (أو 
نظاماً ذا بنية جبرية أو مغلقاً بالنسبة هاتين العمليتين أو ثلاثية مرتبة) وكثيراً ما نتم بدراسة مثل هذه 
البنى الجبرية وتخاصة » البنية الجبرية التي تكون فيها خاصة التوزيع محققه » أي أن إحدى هاتين 
العمليتين تتوزع على الأخرى . 

تعريف (ه7) 

إذا كان النظام (5:*,۰) مغلقاً فإننا نقول إن العملية ۰ تتوزع على العملية + من اليسار إذا تحقق 
الشرط الآني : 


9 


(۰((*)۰2) > زع *تر) 26:7۰ Vx, y,‏ 
كا نقول إن العملية ۰ تتوزع على العملية * من اليمين إذا تحقق الشرط الآني : 


Vx,y,zeS:(y*2)ox = (yo x)* )2 << - © 


۱۳ 


ونقول إن العملية ۰ تتوزع على العملية + إذا تحقق الشرطان © ۰ © في آن واحد. 
مثال زه )٠١‏ 
(ا) إن (۰,+ 2) نظام مغلق تتوزع فيه عملية الضرب ٠١‏ » على عملية الجمع وده لأنه : 
2+ رد (2 +4 بر) ٠١‏ مع2 Vx, yy‏ 
۲ + ۰[ ع< 
(2 + برع 
() وبالثل فان كلا من (,+ ,©) ۰ (,+,8) ۰ (,+6)_نظام مغلق (ذو عملیتین 
ثنائيتين) فيه عملية الضرب «۰» تتوزع على عملية اجمع « + ». 
(۳) اذا کانت 4۶4 فان النظامین (,بد,(4)م) ‏ :(دا ره ,(4)م) مغلقان وفیعا تتوزع 
العملية الثنية على العملية الأولى ؛ كا رأينا ذلك سلفاً في باب انحموعات . 
)٤(‏ ان النظام (- ,+ ,2) مغلق ولكن عملية الطرح (-1 لا تتوزع على عملية الجمع «+» للا 
من الفين ولا من اليسار لانه : 
(2 + م) - 2 (ج - )+ زر - د) عو (2 + بر) - :22 Vx, y,‏ 
وكذلك 
2 -(2 + نر) x) + )2 - x)=‏ بر) رد - (2 + بر) 
مثال (ه١١)‏ 
إن النظامين (- ,دا ,(4)م) ۰( - ,0 ,(4)م) مغلقان مها كانت انحموعة ۸ والطلوب دراسة 
خاصة التوزيع لكل منهیا (أي تحديد ما إذا كانت العملية الثانية «-» تتوزع على العملية الأولي من 
اليسار أو من المين أو من كليه|) . 
الحل 
أولاً : 
النظام (-رن ,(4)م) 
(أ) عملية الطرح «-» لاتتوزع من اليسار على عملية الاتحاد « نا ) لأنه : 
(A043)‏ كل > زوك نايك ) - 4 :(4)م ع وك ريك VA,‏ 


(45مو4م)م ۸ < 
(۸,/4)( 4 4)< 


(و4:(6)4-4 - ل ) - 
(و4- انا( ) و 
(ب) عملية الطرح ٠-«‏ تتوزع من المين على عملية الاتحاد « ن » لأنه : 
م ون يك) - رك - ( 4ب و :4 روك ,42 VA,‏ 
(45موك4قان (4صي4) = 
(رك - و4اد( ,4 - يل) - 
ثانيا : 
النظام )= ره (p(4),‏ 
0 عملية الطرح «-» لا تتوزع من اليسار على عملية التقاطع وم ولأنه : 
P(4):4,-(4,04)= 4 (42043)‏ ع روك VA, A3,‏ 
)045 4,0(4 = 
(4,۸44)u(4,045)‏ = 
( و4 - ,4 )ا(4 -,4) = 
زو ح 4(^)4-,4(+ 
(به) في حين أن عملية الطرح ٠-١‏ تتوزع من المين على عملية التقاطع ۱ 0 »لاه : 
وضه يك )ع ,4 - (ومصيك) :(شامء وك VA,, A2,‏ 
(,4۸()۸:۸صیه)- 
(,4 -ج4,(6)4 -۸) - 


Homomorphism افومومورفیزم (التشا كل المتصل)‎ ٤٠-٥ 
إن الهرمومورفيزم هو عبارة عن تطبيق من نظام مغلق إلى آخر مغلق وهو من المفاهيم الأساسية في‎ 
ونخاصة نظرية الزمر والحلقات والحقول . ولعل ابرز فائدة لاستخدام امهومومورفيزم‎  تایضایرلا‎ 
تتمثل في استطاعة الرياضيين بوساطته دراسة بنية جبرية قد تكون معقدة نوعاً ما » عن طريق بنية‎ 
جبرية أخرى > قد تكون معروفة لديهم ؛ أو أسهل وأيسر في دراستها من الأولى . وذلك عندما‎ 
يستطيعون ايجاد تطبيق من إحدى البنيتين إلى الأخرى ويكون محققا لشروط معيئة . وللهومومورفيزم‎ 
: حالات خاصة عديدة سنذكرها في التعريف الآني‎ 
)۸-۵( تعريف‎ 
: إذا كان النظامان (*,5) ۰ (,1) مغلقين وكان‎ 

7ه-5:/ تطبيقاً 


۱۳۹ 


فإننا نقول إن / هومومورفيزم من 5 إلى 7 إذا تحقق الشرط الاتي : 
('5)ره (و) رع (و *و) جوع “و رد ۷ 
کا يقال عن افومومورفیزم إنه : 


7 مونومورفيزم إذا كان / تطبيقاً متبانياً من 5 إلى‎ )١( 
. 7 إبيمورفيزم إذا كان ۶ تطبيقاً غامراً من 5 إلى‎ )۲( 
. 7 أيزومورفيزم إذا كان ۶ تقابلاً من 5 إلى‎ )۳( 

هذا وإذا كانت 5-7 سمي افومومورفیزم إندومورفيزماً من 5 إلى نفسها » كا يسمى 
الأيزومورفيزم / في هذه الحالة أوتومورفيزماً وبذلك يكون الأوتومورفيزم حالة خاصة من 
الايزومورفيزم . 
ملاحظة 
يمكن تعمبم مفهوم الهومومورفيزم الوارد في التعريف (۵--۸) ليشمل نظامين مغلقين کل مها له 
عمليتان ثنائيتان » أي أنه إذا كان ( ٠‏ ,* ,5 ) ۰ ( ©,7,۳8 ) نظامين مغلقين وكان 

8+7 تطبيقاً 

نا تقول إن /ر هومومورفيزم من 5 إلى 7 ذا تحقق الشرطان التاليان معا : 
Vs, s'eS:f(s*s')=f(s)Bf/(s'’) (1)‏ 
J(ss')=f(s)Of(s') (2)‏ 
وبنفس الطريقة يسري هذا التعريف على الخالات الخاصة المد كورة في التعريف (۸-۵) 
وخاصة ما يتعلق بالأيزومورفيزم والأوتومورفيزم . 


مثال (۵--۱۲) 


وكذلك 


لنأخذ النظامين (© ,ي) :۰ (© ,25) » وليكن : 
2-5 تطبيقاً معرفاً کا لي : 
((3,3) ,(4 :2) ,(2 ,1) ,(1 ,0)) 1 


آثیت أن : 


۱۳۷ 


() ۶ هومومورفیزم من ,2 إلى 25. 
(ب) / أيزومورفيزم . 


الحل 
(أ) لا كانت العمليتان © > © إبداليتين فیکنی أن سب الاتي : 


00 © 0(-/)0(- 1 -/)0( 00(-101-1 
J(O® 1(-/)1(-2-/0( 01)1(- 2 

1109 2( -/12(-4<-[10( 01)23(-1 0 4- 
/)0 59 3( -/)3(-3 </10( 01)3(- 3 
J(1 9 (۲)/-<۹-(2)/-(آ‎ ۵/]1(- 2 
111 9 2(-/13(-3 </11(0/)2(<204< 
J(1 9 3(</10(< 1 -</)1( 0/)3(<2 0 3-< 
112 9 2( -/10( 1 -/)2( 0(2) =4 0 4= 
112 9 3( -/)1(-2-[)2( 0/)3(-3 
713 9 3(</12(<4 <[13( ©)3(-3 03-4 


اد اک 


1 
اتيا اخ إننا اسر 


Il 
اس ایا‎ 


ما تقدم نستنتج آن 1 هومومورفیزم من ,7 ال 25. 
(ب) / تطبیق متباین لأنه 
)== (17/-(7: ,122 ,۷5 
وذلك واضح من تعریف ل مباشرة . 
f‏ تطبیق غامر لأن ۰ 12,2 
إذن ۶ تقابل وبالتالي یکون ایزومورفیزما من ,2 إلى 2. 
مثال (۵--۱۳) 
لتأحذ النظامین(+ ,2)»(© ,»7) ولیکن 
,2-2 تطبيقاً معرفاً كالآقي : 5( . 
آثبت أن 7 هومومورفیزم ولکنه لیس ابزومورفیزما . 
الحل 
من الواضح أنه : 


Vx, yeZ:f(x+y)=x+y / تعريف‎ 


۱۳۸ 


تعریف © ز © ع 

تعریف ‏ و ([1006< 
إذن ۶ هومومورفیزم من 2 إلى م2 . 

/ لیس آیزومورفیزما لأن ۶ تطبیق غامر ولکنه ليس متبانیا فثلا العنصر .027 صورة 
لجميع العناصر 62× حيث ۸467 54=× رأي مضاعفات العدد 5 ) . 


مثال (ه4١)‏ 
لتأخذ النظامين (+ ,2) 6(۰ ,,2) ولیکن ,2 ۸2 تطبيقاً معرفاً كالآقي : 
إذا كان × عدداً م5 0 
۳ 1-5 
إذا كان عد عددا فردیا 
أثبت أن 
)١(‏ / هومومورفيزم » ثم أوجد الصورة افومومورفية ل 2 أي (2)/ . 
(۲) هل / مونومورفيزم ولاذا ؟ 
(۲) هل / إبيمورفيزم ولاذا ؟ 
(4) هل / آیزومورفیزم ولاذا ؟ 
الحل 
(۱) حسب تعریف / يكون لدينا : 
إذا كان العددین >« + بر وجا اق 
ا كاك تضمو عع 9 ۳ ؟ أ - رج هاعر Vx,‏ 
إذا كان مجموع العددين × ۰ بر فرديا ‏ 2 
والآن نیز بين حالتين : 
0 يكون العدد + ا إذا كان العددان × » ر زوجبین ۳ فرديين ف 3 
وب) یکون العدد ر+: فردياً إذا كان أحد العددین زوجياً والآخر فردياً . 


في الحالة (أ) يكون لدينا : 

Jf(x+y)=0 © 
10(9/(-666-0 © 
2 


بفرض × ۰ لز فردیان © 2-4-0 6 9[](<2 دار 


من © ۰ ۰۵ © ند أن 5- رم )© وا ررجعار 


فى الحالة ی 1 
ولد ااا وپ وكين للم ۵ RÎ‏ 
© 2 


بفرض ‏ زوجي » ۲ فردي 2-2 © /(x)@f(»)=0‏ 
بفرض × فردي ۰ ر زوجي 60-2 2< (ر )© عدار 
من ۰۵ 8 + و ند آن 3 -(0)© وال زر +1 


© 


ما تقدم نستنتج أن ۶ هومومورفيزم . 
الصورة افومومورفية هي (2 ,0] -(2)/. 


(0) لاء لأن ۶ لیس تطبيقاً متبانياً » فواضح من تعریف ۲ أن جميع العناصر الزوجية من 
مجموعة التعریف 2 ها صورة مشتركة وحيدة هي ,062 . 

() لاء لأن ۶ ليس غامراً » وذلك واضح من کون ,22( . 

© لا + لأن ۶ لیس اتقابلة . 


مثال زه ه١)‏ 

لتأحذ النظامين (لنا ,8 2) »> (© ,© ,2) وليكن : 
دیق طا ؛ حت ت( 

آثیت آن 

. هومومورفیزم‎ 1  )( 

(ب) 1 مونومورفیزم . 


(ج) 1 ابيمورفيزم . 
(د) / ایزومورفیزم . 
اخل 


قبل البدء في إثبات الطلوب نود إعطاء تعريف لكل من العملیتین 88ء ل على مجموعة البواقي 
الصغرى غير السالبة قياس العدد الصحيح الوجب " (أنظر المثال (۱1-۳) والملاحظات التي 
تليه) . 

Vx, yeZ,:x By=r 


۱۳۰ 


حيث .م باقي قسمة مجموع العددين ۰ ر على « وبذلك يكون + دوماً ينتمي إلى ,2 ويكون 


بالطبع ۴= بر + . 


وبالثل نعرف العملية :ا على ,2 کالاتي : 
4- رز لا Vx, yeZ,:x‏ 


حیث ۸ بافي قسمة حاصل ضرب العددین ۰ ف على # وبذاك یکون 4 دوماً متمبا إلى .2 


ویکون 2-2 أيضا . 
(أ) تعريف 8 y)=f(r)‏ 8 یر عبر Vx,‏ 
تعریف ‏ 2 
تعریف ‏ 7 9۲(<۲ ال 
تعریف © بز + جرع 
=F‏ 
وبالئل تجد أن : 
تعريف لا Vx, yeZy:f(x I y)=f(d)‏ 
تعریف / 2- 
تعريف ل ۲ ۵ ۵)(<۶ عار 
تعریف © رات 


(ب) 


)ج 


(د) 


2- 
مما تقدم نستنتج أن کر هومومورفيزم . 
] مونومورفيزم » لأن / تطبيق متباين » كا يتضح من المناقشة الآنية : 


Xx, (>‏ 7= ×> ()[<(<) 
النظر بة (۲-۲) sxXRy‏ 
qez‏ 01 < از - ( جه 


ولا كانت القيمة الطلقة للعدد نر- أصغر من m‏ (لأن m-1‏ > برحعر > -1) فان 
المعادلة ور لا تتحقق إلا من أجل 4-0 فقط » وبالتاي فان رع:د. 


/ اییمورفیزم لأن/ غامر » وذلك واضح من کون / متبايناً » ولأن #1|-21| ما 
يتنج عليه کون را( ۳2 , 
من الفقرتین (ب) ۰ (ج) نستنتج أن ۶ ایزومورفیزم . 


لضن 


ملاحظة 
ما تجدر الإشارة إليه أننا إذا إستطعنا أن نعين ايزومورفيزماً (تشاكلاً) من بنية جبرية 5 إلى بنية 
جبرية أخرى 7 ٠‏ فاننا نقول إن البنيتين 5 ۰ 7 إيزومورفيتان (متشاكلتان) ونرمز لذلك بالرمز 
52:7 » وعندها تكون البنیتان متطابقتين ماما في جميع خواصها » وتكون معرفة إحداهما كافية 
لمعرفة الأخرى » ويكون الاختلاف (إن وجد) بيبا لا يعدو محرد اختلاف في تسمية ة العناصر أو 
العمليات . وبذلك يكون هذا الاختلاف شكلياً لا جوهرباً . وسيرى القارئ مستقبلاً مزيداً من 
التفسير لكلامنا هذا . 

بعدما تقدم نستطيع نستطيع الحكم على أن النظامين (ل2ا ,8 م۰ (© ,26 
متشا کلان » أي أن 2ب وبذلك نستطیع أن نقصر دراستنا على م2 عوضاً عن TA‏ 
لأن لما الخواص نفسها » ولأن اختلافها شکلي لا جوهري » ونعني بذلك أننا نستطیع أن نکن 
اقتراناً بين عناصرهما (یتفق بالطبع مع ما ورد في الثال (ه5١)‏ على النحو الآ : : 


0-6 0ب0 

21 1 آب»1 

<< ج +r‏ 
21-1 ۱-1( 1- 7ب ۱-1( 


وکذلك بين العملیات على النحو الآتي : 
29 ۲۲ ۵ب ۲ 
وه 
هذا ومن الممكن الاستعاضة بعلامة التساوي «=» عن علاقة التکافو ٠‏ >0 فها سبق . 


نظرية (ه ه) 
إذا كان (*,5) ۰ (7.۰) نظامين مخلقين وكان ۶ هومومورفيزماً من 5 إلى 7 فان : 
١( )(‏ (8)/) نظام مغلق » حيث ۰ هي نفس العملية العرفة على 7 


۱۳۲ 


(ب) إذا كانت العملية + داحة فان العملية ۰ المعرفة على (8)/ تكون دايحة أيضا . 
(ج) إذا كانت العملية * إبدالية فان العملية ۰ العرفة على (5)/ تكون إبدالية أيضا . 
(د) إذاكان 5٤ء‏ عنصراً حایداً بالنسبة للعملية * فان (6)/-"© عنصر محايد في (8)/ بالنسبة 
(ه) إذاكان5ع1- 5 نظيراً للعنصر se5‏ فان (5-1(>/)5)/ يكون نظيراً للعنصر (5(/)5)/ . 


اليرهان 
إن المجموعة (5)/ هي مدى التطبيق ۶ » لذا فان 7 5(2)/ . لتكن ٠ ر٠ ٠,‏ و٤‏ ثلاثة عناصر 
اختيارية من (5)/ » إذن هناك ثلاثة عناصر (على الأقل) ,5 » ره ود في 5 تحيث : 
۶( ,دا 5" » وا ع (وعال 
(أ) لأن هومومورفیزم وا0,۰-(وهال5,(۰ا/<-(ید*,عال » ولا كان 5عيد»,5 فان 
(كارء(يد*رعارء لذا فان (قالیاء ,1 . 
(ب) لا كانت العملية * دامة فان (ويد*ي:)* ,د -ية*(يدر* 5) » ومنه 
((ید* ید) * رد[ (ود*(مد*)1/ . لکن £ هومومورفيزم » لذا فإن : 
وا( وا (وف) ۰( وفا ۰( ,6( معا ۰( وه * f((s,*s2)*s3)=f(s,‏ 
وكذلك ( ° )° ,؛ ((وكازه (يد)1) ۰(,عا[< (و5 * يمار( ,6( ود *ود) * ,دا 
وبالتالي فان (وا» و۰6 ,1 وا»(و6,۰1) » أي أن العملية ۰ ذايحة في (5)/ . 
(ج) لا کانت العملية * إبدالية فان ,د* ردح ود* ,۵ ومنه (,5*وه[<-(و* ,ال . لکن ۶ 
هومومورفیزم لذا فان : 
f(s, *s2)=f(s,)f(s2)=t, ota‏ وكذلك J(s2*s,)=f(s2)of(s,)=taot,‏ 
وبالتالي فان ,۰۶رهیاه : » أي أن العملية ۰ إبدالية على (کار . 
رد لأن VseS:f(s*e)=f(e*s)=f(s) ۰۰۰ s*e=e*s=s‏ 
>f (s(*f(e)=f(e)f(s)=f(s)‏ 
عنصر محايد في (=١  /)58(‏ )لحه 
ه) إذاكان 5ع'-5 نظیاً للعنصر 525 فان : 
جه '*s)=f(e)=e'‏ )لد( f(s*s‏ 


۱۳۳ 


< '6- (هال- زور( 5 <( f(s)of(s‏ 
(f(s) '=f(s ^)‏ 
وهذا يعني أن العنصرين المتناظرين (أي كل منهما نظير الآخر) في 5 تكون صورتاهما 
وفق التطبيق / متناظرتين في (8)/ 


تعريف )٩-۵8(‏ 
إذا كان / هومومورفيزماً من بنية جبرية (* ,5) إلى بنية جبرية أخرى (7:۰) وكان 65+ » 
7 عنصرين محايدين طاتين البئيتين الجبريتين » فان الصورة العكسية للعنصر انحاید '© تسمى 
نواة الهومومورفيزم ۶ > أو إختصاراً النواة » وسنرمز لها بالشكل ۲6۲۶ (/ 01 اعمط 1۳6) أي 
ان : 

kerf/=f 7 1(e')={se S| f(s)=e'} 


نظرية (ه5) 

إذا كان كل من النظامين المغلقين (* ,5): (1.۰) به عنصر محايد (65© ۰ 67'©) ولكل عنصر 
فيا نظير وكانت العملية * دايحة وكان ر هومومورفيزماً من 5 إلى 7 فان : 

(أ) نواة افومومورفیزم ۶ مجموعة غير خالية أي أن 607/4 

(ب) / مونومورفيزم هه (6)-/۷۵۲ . 


البرهان 
() لا كان ۵( وفق النظرية (ه ه) » فان /66۷67 حسب تعریف النواة » ومنه 
ker f+ 4‏ 


(ب) )١(‏ نفرض أن ر تونومورفيزم ونثیت أن هذا يقتضي أن يكون [) =۲ من الواضح 
أنه إذا كان / مونومورفيزماً فإنه متباين وبالتالي إذاكان 5٤ء‏ فان الصورة العكسية 


للعنصر 1 1=/)5(٤‏ مجموعة مكونة من عنصر واحد فقط هو 5 أي أن : 
(ه) >( 7[-()7۲] 
ومنه نستتتج أن (0)<-(۱)۶ / وذلك مجعل 5-6 


(۲) نفرض أن (©1-/:6! ونثبت أن ۶ مونومورفیزم . 


۱۳ 


بفرض أن (م5)/-(,5)/ يكون لدينا : 
لقال( مال (رعاره ( f(s‏ (يعاره 7۳ (وعال)-( رد۰1٩۲‏ (( دازا 


(ر5* ال( 5* ماه 
(رد*,ا[<(6)[جه 
(ر5* )| اه جه 


۲*26 وجه 


ولا کان (16 -/167 فرضاً فان = وه * 9 ومنه نستنتج أن ,= ره» وبالتالي فان /تطبیق متباین » 
وبذلك یکون / مونومورفیزما . 


تمارين (۱-۵) 


رد اذا كانت (6 ,4,5 ,3 ,2 ,1)ک (8 ,7 ,3 ,2 ,7-11 فأجب عا يأني : 
(أ) هل کل علاقة من انحموعة 5:5 إلى 5 نفسها عملية ثنائية على 5 ولاذا ؟ 
(ب) صحح العبارة الاتية إن كانت خاطئة اكل تطبیق من الحموعة 5 5 إلى انحموعة 


7 عملية ثنائية» 
(ج) ناقش صحة العبارة الثالية کل تطبيق من المجموعة *5 إلى محموعة جزئية من 5 
عملية ثنائية » 


(د) إذاكان ل عملية ثنائة على مجموعة ما فهل يمكن أن يكون ٠‏ / عملية ثنائية مع 
التعليل ؟ 
(ه) بين کل عملية ثنائية من بين العمليات الآنية واذكر سبباً واحداً على الأقل إذا ل 
تكن العملية ثنائية : 
(۱) (*,5) حيث * معرفة كالآتي : 
Vx, yeS :x*y=x‏ 
0) (* ,5) حيث * معرفة كالآني : 
Vx, yeS:x#*y=2‏ 


(۳) (* ,5) حيث * معرفة كالآني : 


۱۳۵ 


آذآ كان × » نز فرديين معا 1 
إذا کان. × ۰ ر زوجيين عا 2 Vx, yeS:x*y=4‏ 
إذا كان أحدها فردياً والآخر زوجياً و 
(؟) (*,8) حيث + معرفة کالالي : 
Vx, yeS:ix*y=x+1‏ 
(5) (* ,7) حيث + معرفة كالآني : 
Vx, ye T:x*y=y—1‏ 
(5) (*:1) حيث * معرفة کا يلي : 
Vx, ye T:x*y=x+y‏ 
(و) کون خمس عمليات ثنائية مختلفة من 5*5 إلى 5 
(۲) هل النظام (*,*2) مغلق مع التعليل ؟ حيث * معرفة كالآتي : 
عد برع عر 2# بر Vx,‏ 
() هل النظام * بنية جبرية ولاذا ؟ حيث (*,*0) معرفة على النحو الآتي : 
2ح بر »عر : * © Vx, ye‏ 
(5) هل النظام (- ,*8) مغلق ولاذا ؟ حيث «-» عملية الطرح الألوفة . 
(5) أثبت أن کلا من الأنظمة التالية مغلق » ومن ثم أدرس العملية من حيث كوتها 
() إبدالية (ب) داجة 
(ج) وجود عنصرمحاید آیسر- أيمن ‏ محايد (د) وجود نظير أيسر لكل عنصر -- نظير 
ايمن - نظير لكل عنصر. 
)١(‏ (*,2) حيث * معرفة على النحو ار- << *+ :عبر ۷x,‏ 
(۲) (*,@ ) حيث * معرفة على النحو 1+ برع < ر *: © عبر Vx,‏ 
(۳) (*,*# ) حیث * معرفة على التحو = ر۸× :* عبر Vx,‏ 
(7) أي من الأنظمة الآنية له بنية جبرية مع ذكر السبب إذا لم يكن كذلك : 
0 (26:,0) (ب) ( @ ,«2) ب ( © ,2 ) (د) )© ,23( 


۱۳۹ 


(¥) 
(A) 


إلى 


(1۱) 


(1) 


(1۳) 


(۱4 


هم ( ۵ ,وق هه )25,0 

إرسم جدول العملية لكل من الأنظمة الواردة في القرین )١(‏ . 

إن ( © ,28 ) نظام غير مغلق فإذا كانت 5-28 حيث (7 ,5 ,3 ,1) =8 فأثبت أن 
النظام ( © ,5 ) مغلق وذلك بإنشاء جدول له » ومن ثم عين عنصره الحايد ونظيركل 
عنصر من عنا صره . (العملية © هي نفس العملية العرفة على 28 ) . 

ناقش صحة العبارة الآنية «اذا كان (* ,8 ) نظاماً مغلقاً وكانت العملية * إبدالية فان 
النظام ( *,7 ) إبدالي لكل 5ح 7م حيث + هي نفس العملية العرفة على 8 > 
وكذلك إذا كان النطام ( ,5 ) دا فإن النظام (* ,7 ) دامج ایشا لكل 
و وو . 


او اك في تقل الس ادر ملي 8 ؟ ادبن 
تقوله عثال واحد على الأقل . 
ر( قق أن للمعادلة ا<ه * حلاً وعدا داخل النظام (©,25) ۰ (اعتبر × هو 
احهول » 4 . 8 اعداداً ثابتة تنتمي إلى 0 
زب قق أن (36 ,3*34 ,33 ,32 ,2713 
(ج) أوجد نظير كل عنصر في هذا النظام . 
لنأ خذ النظامين ( +,2) » ( +32 ) » حيث (-6,۰۰ ,3 ,0 ,3- ,6- ,-۰) =32 
وليكن 32+-2: طا معرفاً كالآي 
3 ع («) جور 
(أ) أثبت أن مونومورفیزم 
(ب) بت أن 8 ایسورفزم 
(ج) أثبت أن ۸ أيزومورفيزم 
(د) هل ۸ أوتومورفيزم ولاذا ؟ 
لتأخذ النظامين ( جر ) ۰ ( . ,*8 ) » وليكن +8 6ب تطبيقاً معرفاً كالآتي 
مس (م)زسید » حيث » العدد النبيري » أثبت أن / أيزومورفيزم وعين نواته . 
لتأخذ النظامين (+,2) ۰ ( ,[1- ,1)) وليكن (1- ,1)+-2/ تطبيقاً معرفاً كالآتي : 
إذا كان × زوجياً 1 


إذا كان 5 فزدياً _ -ارسم 


۱۳۷ 


(أ) أثبت أن ۶ ایمورفیزم . 
(ج) عين النواة ([:۲6) . وماذا تستنتج من ذلك ؟ 
)1١(‏ عرف تطبيقاً ۶ من النظام (© ,,2) إلى النظام (©,25) بحيث يكون / 
أيزومورفيزماً. هل يمكنك إبحاد أيزومورفيزم آخر <f‏ من م2 إلى 25 ولاذا؟ 
(۱5) حاول الاستفادة من النظرية (ه 08) في تعريف تطبيق ۸ من النظام (© ,, إلى 
النظام (© ,25) بحيث يكون ۸ محققاً للشرطين : 


(1) ۸ أيزومورفيزم 
(۷) ۷۶ حيث ۽ هو المومومورفيزم الوارد في الثال (ه١١)‏ . 
0۱۷ حاول الاستفادة من الثال (ه5١)‏ للتحقق أن التطبيق ,2+,8:2 » حيث 
5( ايزومورفيزم من النظام (3 ,88 ,,و2) إلى النظام (© ,© ,و2) . 
(۱۸) إذاكانت 5 7۰ مجموعتين حيث «-|۱5 ء ۳-|۱7( ۰۱۸۶2 فأجب عا يأني : 
(أ) کم تتوقع عدد التطبيقات الممكن تکوینبا من 5 إلى 7 ؟ وكذلك من 7 إلى 
5 0 
(ب) كم تتوقع عدد العمليات الثنائية الممكن تعريفها على 5 ؟ وكذلك الخال بالنسبة 
للمجموعة 7 ؟ 


۱۳۸ 


الباب السادس 


Groups الزمر‎ 


١5‏ تمهيد وتعاربف 

تحتل الزمر موضع الصدارة في موضوع الجبر المعاصر » وها تطبيقات في الفيزياء النظرية والكيمياء 

فضلاً عن استخدامها رایع ف فروع الرياضيات انحتلفة كالتبولوجيا والهندسة وغير ذلك . ولعله 
من الفید هنا أن نشير إلى أن اکتشاف الزمر ودراستا بعمق أعطی للریاضیات دفعة كبيرة إلى 

الأمام . ويكني أن نستشهد بدليل واحد فقط تاره في هذا القهيد » ألا وهو حيرة العلماء 

الرياضيين وعجزهم عن إيحاد قوانين تعطي حلول (جذور) العادلات من الشكل : 


0 وه +۵ 6+۰۰ حيث © 406 ,ر4 و بر بر غ03 


بدلالة معاملات قوی اجهول × (أي باستخدام صيغة أو قانون عام تدخل فيه عملیات الجمع 
والطرح والضرب والقسمة والجذر) فقد توصلوا إلى حل مثل هذه العادلات عندما یکون 
1>>4 ولكنهم بذلوا جهوداً مضنية لا کتشاف قانون يحل العادلات من الدرجة الخامسة (أي 
7-5) فلم يفلحوا ؛ إلى أن جاء العالم الزويجي أبل ۸۵۱ (0۱۸۲۹-۱۸۰۲) وأثبت استحالة 
إيحاد قانون عام لحل معادلات الدرجة الخامسة » ولكن سرعان ما توصل العالم الرياضي الفرنسي 
جالوا 5ذهلة© (۱۸۱۱--۸۱۸۳۲) ۰ مستخدماً الزمر وخواصها » إلى وضع معيار دقيق لمعرفة 
المعادلات من الدرجة الخامسة فا فوقها والتي يمكن حلها بوساطة معاملاتها وتلك التي يستحيل 
حلها منیا بذلك فترة طويلة وعصيبة في بحث هذا الوضوع . إننا هنا لن ندخل في تفاصيل 
موضوع الزمر وإغا ستكتق بتبة صغيرة عا قلاعم واللحسجم اخصصن طا ضبن المواضيع. قيد 
الدراسة املين أن يخطى الوضوع بدراسة اتف سا وکا في بحث ينفرد به دون غيره . 
ملاحظة 

إذا كان (*,5) نظاماً مغلقاً وكانت : 

(۱) العملية * دامحة فسنقول أحياناً إن النظام (* ,5) دامج . 

(۲) العملية * إبدالية فسنقول أحياناً إن النظام (*,5) إبدالي . 


۱۳۹ 


() إذا وجد عنصر محاید 665 بالنسبة للعملية * فستقول إن النظام (* ,5) به عنصر ايد » 
أو تملك عتضراً ايد أو له عنصر محاید . 

)٤(‏ إذاكان لكل 65 نظير 725 فستقول إن النظام (* ,5) بملك نظيراً لكل عنصر من 
عناصره ۰ أو لكل عنصر من عناصره نظير » أو إن کل عنصر فيه يقبل نظياً . 


إذاكان (*,6) نظاماً مغلقاً وداجاً قيل عنه انه شبه زمرة منامرع أممء5 » و اختصاراً يقال إن 6 
شبه زمرة . وإذا كان بالإضافة إلى ذلك به عنصر محايد ولكل عنصر من عناصره نظير قيل إن 
النظام (*,6) زمرق أو اختصاراً إن 6 زمرة . هذا وإذا كان النظام إبدالياً بالإضافة إلى جميع 
الشروط السابقة » قيل إن © زمرق إبدالية . 

ملاحظة 

إذا كان (*,6) نظاماً مغلقاً وإبدالياً » فإنه عند دراسة وجود العنصر انحاید ودراسة ما إذا كان 
يوجد لكل عنصر نظير » يكتفي بدراسة وجود العنصر المحايد الأيمن (أو الأيسر) فقط وكذلك 


)١-5( مثال‎ 

(۱) إن النظام (+,۴) زمرة إبدالية لتحقيقه لشروط الزمرة الواردة في التعريف )١5(‏ » 
إذ من الواضح أنه نظام مغلق لأن ۴+ 8 × 8:+ تطبيق (حيث أن مجموع أي عددين 
حقيقيين هو عدد حفيق وتحيد) » وأنه إبدالي لأن ×+ ر=ر+× لكل © عبر مد وأنه 
دامج لأنه )2+ zER:(x+y)+2=x+(y‏ ول ۷۵ . کا أنه يوجد به عنصر محايد هو 
الصفر لأنه : ×=0+×: ۷x68‏ . وخ نجد أن كل عنصر «اع* له نظير 
هع - 1 ير لانه 0ع(ود-) +۷ 
وبطريقة مشابهة تماماً ما فعلناه في (۱) » يمكن بسهولة إثبات أن كل نظام من الأنظمة 
التالية زمرة إبدالية : 

)2:+( (o) )2*,-2( (©) )©,+( )6 (R* °) (¥) 

EI ۵ ),+( 5 

() (9 ,2 » أنظر النظرية (ه-۳) » 

» حيث م عدد أولي » أنظر النظرية (ه4)‎ ۰0. 0( )٩( 


15٠ 


رم (8 معا » أنظر المثال ره--۱۵) والملاحظة التي تليه مباشرة » 
(011) (ل ,*2) » حيث م عدد أولى » أنظر المثال (ه9١)‏ والملاحظة التي تليه مباشرة . 


مثال (5-؟) 

أثبت أن النظام (۰ ,0) زمرة إبدالية » حيث [4- ,1- و ,1 > 13-16 والعملية ٠6١‏ هي 
عملية الضرب العادية . 

الل 


4 1- ةق 1 | 


1 1- م 1 1 1 5 
—i 1‏ 1 و از 
i1 1 i‏ 1-1 
-i|—i 1 i—1‏ 
جدول )١5(‏ 
)0 النظام مغلق كا بلاحظ من الحدول .)۱--٩(‏ 
() النظام إبدالي » كا يلاحظ ذلك من تمائل العناصر بالنسبة لقطر الجدول (أو لأن 
GSC‏ 4 ومعلوم أن (۰,*) زمرة إبدالية) ۰ 
2 النظام دامج لأن +*202 ومعلوم أن 2 زمرة . 
)٤(‏ النظام به عنصر محايد وهو الواحد . 
(ه) لكل عنصر في © نظي کا هو مبين أدناه : 
العنصر |1 1- و 1 


نظيرة | 1- 1-2 
مما تقدم نستنتج ان © زمرة إبدالية » وفق التعريف .)١--5(‏ 


مثال (5-") 
أثبت أن النظام (© ,") زمرة إبدالية » حيث العملية © هي عملية جمع معرفة على "18 على 
النحو الآتي : 

Vx,ye R":x © y=(x,, °°, ۵ را‎ 


FY SRF)‏ يعت 


۱۱ 


امحل 

)١(‏ النظام (8۵) مغلق وذلك واضح من تعريف العملية © حيث نجد أن مجموع أي 
عنصرين من ۲۳ هو عنصر وحيد يتتمي إلى "۴ . 

(؟) النظام إبدالي لأنه : 


تعريف © :برل عاد XA‏ ,°°° وول ل رعد) > بر © Vx,yeR":x‏ 
لأن العملية «+ ٠‏ إبدالية على 8 :ليد + رلر, ٠٠‏ ×+ رات 
تعريف © =i OED‏ 

0ع 


۳ النظام دامج لأنه بفرض أن ۳ عنصر اختياري يكون لدينا : 


تعریف © 2 و2 © FY)‏ پر و۰ ور )2 9 (ز © ) 
تعریف © )2+ ما و 2۰+( + )اس 
لأن العملية ۱+ ) F2"):‏ دوع( رل + رجا 
داحة على ] 
تعریف © 2,0 + ولاو *** و21 + (X19, X,) © V1‏ = 
تعریف © (2 @ ) © =x‏ 


(4) لنفرض أن "۰۶8 عنصر محاید هذا النظام فیکون لدینا : 
Ta)‏ وو6) © ی )ده 9 ۲۳:۰ ۷ 


تعريف © رو مح صت یدیع 

تعريف ۾ با 

من © » © ند أن ره جه دحي جرد من أجل و2 را دز 
(0,۰۰۰,0) <ه جه 


(ه) بفرض آن ۳ × نظير ×٤”‏ یکون لدینا : 
وس سس تر ردو )دا ROR‏ 
تعريف 6 وس _- + =(x +x, x,‏ 
تعریف * × 6 (0,۰۰۰,0)< 
من © » © ند أن : 
Xx,‏ - = اورجه 1-0 + من أجل 1,27 


۱:۲ 


إذن نظير العنصر "18 ع« هو فا ی يوب ) 1-2 هر 
مما تقدم نستنتج أن النظام ( © ,"8 ) زمرة إبدالية . 


نظرية )١5(‏ 
إذا كانت 6 زمرة بالنسية لعملية * معرفة عليها فان : 


(۱) لكل من المعادلتين ۶۵-0 و 2*۷ حل وحيد في ۰6 (4,560,) 


- = ۲ 
Va,b,ceG: EOE EE 09 
۱۷ 0-0۷ 0 عاج‎ 
۱ =x Rex يرج ع‎ (۳ 
البرهان‎ 


(۱) لا كانت © زمرة » فان کل عنصر فيها له نظیر وبذلك یکون لدیتا : 


لان * عملية ثنائية x*a=b >(x*a)xa 1=b«a!;‏ 
لأن ۶*۱ عملية داعة 1-ه»*مع(! )دج 
تعريف 671 x*e=b«a!‏ جه 


تعزيف 6 1 7ن در جد 


إذن "-4*ط=× هو حل للمعادلة ۵-8*: . ولإثبات أن هذا الحل وحيد نفرض أن 
6 حل آخر للمعادلة المفروضة فيكون لدينا : 


ع-ه*ير ولكن 
اذا ؟ أحيو عومد y*a=b >(y*xa)xa‏ 
y*(axa 7 1)=b«a7!‏ >= 


عم از >= 


>y=b#«a 


مما تقدم نجد أن1-ه »5د عدر أي أن المعادلة ط=ه*× فا حل وحيد هو" ة*«ط. 
وبالمثل يمكن إثيات أن الحل الوحيد للمعادلة 0-**ه هوط*64-1-<+ . 
(؟) إذاكان محم فان ععمدؤءه لأن * عملية ثنائية (أي أن (b=c => a*b=a*c‏ 


۱:۳ 


وإذاكان م*م-(»م فان »حم لأن : 


۷۵*۵( )۱ ک عودؤزعو 


لماذا ؟ (a7 1*a)*b=(a 7'x a)*c‏ د 
لماذا ؟ ekb=ekc‏ >= 
تعريف 6 b=c‏ >= 
إذن ععاه axb=a*xc‏ 


وبطريقة مشامة ماما يمكن إثبات أن »وان a‏ ون دو م 
نذ کر ما تقدم بقولنا إن عناصر الزمرة تقبل الاختزال (أو الاختصار) . 


(۳) طريقة أولى 
لا كانت 6 زسرة فان #66 در بفنفی أن يكون 
0 ۱-۰۰۰۵« وحسب تعریف نظیر عنصر يحب آن یکون : 
۲*۵ رح( ر#بر 


ان 


لأن* داحة : 
لجيه ووه درا رد ربراه تيوس ej E EGET‏ 
اذا ؟ )۵ تا 
لأنة عنصر محايد لج ودع دا 
Gwê)‏ درو ور 


لماذا © رد را 


لاحظ أن 26 ×*ب× من أجل 2,1 ,0-1 ب#=ة وبال نجد 
أن : 
*x1)* (x2 ***** Xp)‏ )و (xg‏ = رد( (xj‏ 


= (xk kx7 لماذا؟ دس(‎ 


هد 
1# براحت 


م 
لاحظ أن مح رد ۱ ۲ من أجل و1 و 2 1 از 


i 


ما تقدم نستنتج أن اير = e‏ لان النظير وحيد 


طريقة ثانية 

باستخدام مبدا الاستنتاج الرباضي نجد : 

(۱) اذا كان 5-1 فن الواضح أن : 
تعریف 71× ...0رد ود عر 
أي أن الصيغة محققه (صائبة) من أجل 0-1 . 

(9) لنفرض أن الصيغة صائبة من أجل 7-۸-1 (>>2) ولنثبت أن الصيغة صائبة من 
أجل ۰۰-۸ أي نفرض أن 


0۵ هر( (ر مدع-۰ صاب 
ونثبت ان 


۰۰*2 صائب 


لا کان : 
( رد (xt RX FX)‏ 
(1 ره (xx) (xR‏ #( يرود #00 (x‏ = 
درد )سرد 
e OES‏ را 
وفق م فرضناه في © جر وت 
فان هذا يعني أن الصيغة © صائبة » وبذلك فان الصيغة الفروضة صائبة من أجل 
جميع قم .n‏ 
نستنتج من النظرية )١5(‏ أنه إذا كانت © زمرة فان ۳6(" *) هو نظير العنصر 
6ع" أي أن ۱-۱۳-۲۰( وذلك بوضع »دح ,هرت ۰۰۰ =ر×= × في النظرية 
(-۱) (وهذا بن ال حد ما ما ورد آي الباب الام حیث عرفنا هله الان : 


بوت برع يريو مرح ا( e‏ # ور 


وذلك عندما نفترض أن العملة * هي عملية ضرب ۱.۸ . 


۱:۵ 


تعريف (۷--۲) 

إذا كانت 0 مجموعة منتبية وكان النظام ( * ,© ) زمرة فإننا نقول عن 6 انب زمرة منتبية 
Finite Group‏ » ونسمي عدد العناصر | 6 | رتبة الزمرة © . كا نقول عن © انها زمرة غير منتهية 
]nfinite group‏ إذا كانت 0 محموعة غير منتبية . 

إذا لم نذ کر العملية المعرفة على زمرة ما © فسنعتبر هذه العملية هی عملية ضرب «.» ونکتب 
4 :2 0 باه كت كمايق موز د 
09-۳ من أجل © وذلك توخيا للسهولة في الكتابة . 


Subgroups الزمر الحزئية‎ ۲١ 
إذا كانت 6 زمرة » فن الواضح أن 6# لأنها تحوي على الأقل العنصر الحايد © وهذا يعني أن‎ 
دوماً » الأمر الذي يقتضي بدوره أن يكون 2< |(6)م| دوماً . ولا كانت عناصر مجموعة‎ 6۱<1 
القوة (©)م هي مجموعات جزئية من المجموعة © فقد نجد من بين هذه المجموعات الحزئية مجموعة‎ 
جزئية واحدة أو أكثر تحقق تعريف الزمرة © بالنسبة لنفس العملية المعرفة على © » وعند ذلك‎ 

نقول إن المجموعة (6)م تحوي زمرة جزئية واحدة على الأقل للزمرة 6 . 


تعريف (5") 

إذا كانت 6 زمرة وكانت © = 11 © فإننا نقول إن ]8 زمرق جزئية للزمرة © (أو من الزمرة 
6) » ونرمز لذلك بالرمز 1>6 أو 8< 6 » |ذا كانت 1 زمرة بالنسبة لنفس العملية الثنائية 
العرفة على 6 . 


ملاحظات 

(۱) نستنتج مباشرة من التعريف (--۳) أن أي زمرة 6 حيث 6|<2| ۰ تملك زمرتین 
جزئیتین على الأقل هما (0) (حيث © العنصر احاید في 6) و © نفسها » تدعی أحيانا 
الزمرة الحرئية (©1 بالزمرة التافهة (البديبية) Trivial Subgroup‏ , 

(۲) إذا كانت 1>6 وكانت 1۶6 فإننا نقول إن 8 زمرة جزئية فعلية للزمرة 6 
Proper Subgroup‏ „ 


۱:۹ 


مثال (4-۷) 


(۱) 


۹9 


(۳ 
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إن (+ ,2) زمرة جزئية للزمرة (+ ,0) وذلك لتحقیقها للتعریف (۳-۹) (أي لأن 
© ۶7 و (+, زمرة) . 

إن (+,*2) ليس زمرة جزئية للزمرة (+ ,2) لعدم تحقيقه للتعریف (۹--۳) لأن 
> * ۸2 ولکن (+,*2) لیس زمرة فهو مثلاً ليس به عنصر محاید » (لأن *0#2). 
إن (,(1-,1)) زمرة جزثية للزمرة (,(1- ,:,1- ,1)) : لأنه من السهل اثبات أن 
النظام (1(,۰- ,1)) زمرة بالاضافة إلى أن (1- ,1 با (1-,1). 

إن (© ,(1,24)) زمرة جزئية للزمرة (© ,۰07 لماذا ۴ 

إن (1:2(0)) لیس زمرة جزئية للزمرة (© ,23 لأن (1,2(,0)) نظام غير مغلق 
وبالتالي فليس زمرة . 


نظرية (۷--۲) 
اذا كان (0.۰) زمرة وکانت 8-6 تحقق الشرطین الآتيين : 
)\( ۶4 
Vx,yeH:xy ۶۲ )۲(‏ 

فان (-.8) زمرة جزئية للزمرة (-,6) » أي أن 1>6 , 
البرهان 


تكون 1>6 إذا كان (1/,۰) زمرة » حيث «.» هي نفس العملية المعرفة على ©. 


(۱) 


() 


(۳ 


من الشرط (۱) 1# نستنتج أنه يوجد عنصر واحد على الأقل ×٤۸‏ » وعندئذ یکون 
اعم-1 ×× وفق الشرط (۲) »> حيث أخذنا دعر وهذا يعني أن 77 تملك عنصرا 
محايداً هو نفس العنصر امحاید الوجود في © لاذا ؟) . ۱ 

يوجد لكل عنصر ۸1٤ر‏ نظير ع" بر لأنه : 


وفق الشرط (۲) وتعريف eH ۰۰۰ e‏ > رح VyeH:ey‏ 
من الشرط (۲) ومن کون کل عنصر في 14 له نظير في ٨1‏ نستنتج أن النظام (14.۰) مغلق 
لأن : 


xyeH ,دج‎ eH = x(y (۱ sxye H 


۱:۷ 


(4) لا كانت 126 فن الواضح أن النظام (8],0) دامج . 

ما تقدم نجد أن 1>6 . 
إن عکس النظرية (۰- ۲) صحیح » أي إذا كانت 6> 1 فان 7 تحقق الشرطین الذ کوین 
في النظرية » ونترك برهان ذلك للقاري . 


نظرية ٩(‏ س ۳) 
إذا كان النظام (6,۰) زمرة وكانت ,لا ۸1,٠٠٠,‏ زمراً جزئية من الزمرة © فان تقاطع هذه الزمر 
الجزئية هو زمرة جزئية من الزمرة ۰6 اي آن ۸>6 حيث ١ ٤1,‏ )=1. 

i=1 


البرهان 


)1١(‏ عا أن ۸ زمرة جزئية للزمرة © من أجل جمیع ق ۶ الشار إلا أعلاه فان ,6614 إذن 
H+‏ لأن .eeH‏ 


(۲) بفرض أن 7 يكون لدينا : 


تعريف التقاطع (2,۰۰۰,۸ ,1-) : بع دح للع ررد 
لأن ,8 زمرة xy” eH, : 6-1, 20-١,‏ >= 
تعريف التقاطع xy eH‏ >= 


من (۱) ۰ (۲) نستنتج أن 6> 1» وفق النظرية (55) . 


۳-۰ الزمر الداثرية Cyclic Groups‏ 
إذا كان النظام (6,۰) زمرة وکان ©6* فانه يمكن اثبات أنه 


VEEL FS 
(i) سر‎ 


نظرية (*-4) 


ليكن, 63 زمرة وليكن 286 ولنزبر ضرع التوى: المسيحة اققلنة تنس * پازیز 
<×) » إن (۰,() زمرة جزئية للزمرة 6. 


۱:۸ 


البرهان 
إن <> یکن تعریفها (آو کتابتا) بالشكل : 
(x) ={x"|neZ}cG‏ 
مق الواضح أن وعد (x)‏ لأن SEO‏ 
لكل 2ع:,5 یکون لدینا : 
وفق تعريف (×) NEN E) e‏ 
وبالتالي فإن : اوج 519 كيرح و يي لأن ع8-)+و 
إذن 6> (×) وفق النظرية (--۲). 
ملاحظات 
)١(‏ نقول عن المجموعة («) إنها مولدّة بالعنصر » كا نقول إن × یود الجموعة <:<» (أو 
رصع E‏ 
(۷) نستنتج من النظرية (*--4) أنه إذاكانت 6 زمرة ما فان أي عنصر من عناصرها × مثا 
يولد مجموعة 6>(×) وتكون 6> (<×) . کا يكون |5|6|(×)|. تسمى أحياناً رتبة 
الزمرة الحزئية |<×)| رتبة العنصر × . (وقد نكتب ذلك بالشكل |<(×)| = ۱۱). 


تعريف (45) 
نقول عن زمرة ما 6 إنها زمرة دائرية إذا وجد بها عنصر واحد على الأقل ×٤6‏ يحقق الشرط : 
6=(×) . كا نقول عند ذلك إن × مولد للزمرة 6 أو يولدها . 
نستنتج من التعريف (45) والنظرية (45) ما بلي : 
)١(‏ إذاكانت © زمرة ما فإنه مها يكن 6× فان الزمرة الحزئية (×) من © هي زمرة دائرية 
مولدها العنصر 1 
(۲) با أن >( فإنه إذا كانت || فان >" إ(»| - || وبالتالي فان 


حار رقو ود) > 
وسنوضح ما تقدم بالأمثلة التالية : 


مثال (5-ه) 
(1) إن النظام (-,[1- ,1)) زمرة دائرية مولدها العنصر! - لأن [1(*=1-),1-)=(1-). 


۱1۹ 


(۲) إن النظام (-,(1- ,1 ,1)) زمرة دائرية لأن : 
aR?‏ 
إ1 را ,1 ={i‏ 
(۳) إن النظام (© ,2 زمرة دائرية لأن : 
لاحظ أن : 61-2 12-1 ل ات رصن 
61-3 61-2 212 13 [5,0 ,4 ,3 ,2 ,1{= 
RBA‏ يقت 
1-6-0 © 1-5 © 16-15 
(5) إن النظام (© ,2 زمرة دائرية أحد'مولداتها هو العنصر 3 لأن: 
لاحظ آن : وون 22-3 (33-13,32,33,34,35,36) 
0326 3-2 0 33-32 (5,1 ,6,4 ,2 ,3{ = 
Ee cora‏ زج زور +2- 
<03 36-5 
(ه) إن النظام (+ ,2 زمرة داثرية لأن العنصر 2 1یولدها أي أن : 
2- (2عم | "1 ! < (1) 
لاحظ أن : 
+1=(n—1)+1=n‏ ۰۰۰ +1+1< 1۳ 
مثال (5-5) 


عين رتبة كل من العناصر الآتية في الزمرة (© ,و*2) : 


الحل 


4 


من الواضح أن 1 هو العنصرالمحايد للنظام (© .و؟2) » ولذا تكون رتبته تساوي الواحد 


1١6 


لأن 1-”1 مها كان العدد 26 وهذا يعنى أن 1(۱-1)|-|(61]. 
(ب) و ۵ O‏ = 
}7,1 ,10 ,5 ,9 ,11 ,12 ,6 ,3 ,8 ,4 ,2{ = 
22 42(|<۱2| = 2= 
أي أن رتبة العنصر 2 تساوي رنبة الزمرة 21 نفسها لأن 2 مولد للزمرة و21. 
(ج) لاحظ أن 2-1-7 لأن 27-1 }7 ,7,7,۰ =7( = )271( 
(2) = 2= 
(د) ی a e‏ 
(12,8,1 ,5 ,1 ,8 ,12 ,5 ,1 ,8 ,12 ,5{ = 
5(|<4) | = (5,12,8,1)- 
لاحظ أن قوی العنصر 5 من أجل ۲<4 لم تعطنا عناصر جديدة . لذلك يكني في مثل 
هذه الحالة أن نتوقف بمجرد حصولنا على العنصر امحاید نتيجة للتدرج في زيادة قوی العنصر 
مبتدئین بالأس واحد وحتی نصل إلى أصغر أس صحیح موجب يحقق ذلك . 
)^( (*8*,8 ,87 ,8) <8( دن 5( 
4= |71 5)| > (5-1) - (1 ,12,5 ,8) = 


إن هذا الثال يوحي بأن رتبتي العنصر ونظيره في أي زمرة متساويتان وهذا صحيح بالفعل 
لأنه لو فرضنا آن ۳ هو رتبة 66× › أي أن r‏ هو أصغر عدد صحيح موجب يحقق الشرط 
ند فان ۲ نفسه هی اضر عدد صحيح موجب يحقق الشرط (x71 =e‏ لأن 
٩ e‏ )د x"‏ 1 )¥( جدود بر 
وفق تعریف نظير عنصر وکون ٤=)»  )۳(۲<6(۳‏ د 
۲ع|()|ع|( 1 )| 
ما تقدم نستنتج أنه إذ كانت © زمرة دائرية مولدة بالعنصر 526 فان 66" × هو 


الاخر مولد للزمرة 6. 
485 زمر التناظر (أو القاثل) Symmetric Groups‏ 


|ذا کانت (۷,-1,2,۰۰)-5 وکان 5+5:/ تطبيقاً متبايناً » فن الواضح أن ۶ تقابل لأن : 
 )8(< ))1()2(۰۰۰,/)(( 5‏ 
«لاحظ أن (ز)/()/ ما لم يكن زف. حيث 68ز :) 


11 


يسمى التطبيق ۶ وأمثاله تبديلة (تبديلاً) «مناهاددصتهط لأن تأثير / على عناصر 5 


هو محرد تغبير (تبديل) في ترتيبها » وبما أن عدد التبديلات (التباديل) اختلفة لعناصر 5 يساوي 
مضروب العدد ۰۰ أي !:۰ فان عدد التطبيقات امختلفة والمرافقة لتلك التبديلات يساوي !, 
وسترمز طذه المحموعة بالرمز پ5 . 


نظرية (*-8) 

إن النظام (۰,ر5) زمرة حيث ١١‏ » هي عملية تركيب التطبيقات . 
البرهان 

(۱) النظام مغلق لأنه : 


فق 
)۳( 
43 


۷, 0 ع‎ ٩:0 1٩, 
9۰۶ وذلك لأن كلاً من “رء و تقابل من 5 إلى 5 وبالتالي فان ۰۵ وکذلك‎ 
.5, تقابل . وبالتلي فهو يتمي بالضرورة إلى‎ 
. )۲--4( العملية « ۰ » دايمة لأن عملية تركيب التطبيقات ذايجة وف النظرية‎ 
.)۷:65:1,(-( يوجد عنصر محايد في ,5 ألا وهو التطبیق الطابق ول‎ 
بحيث 7۰۱-۶۰۶1 لأن / تقابل من 5 إلى‎ 1-١65, لكل ,5ع1 يوجد‎ 
. ما تقدم نستتتج أن ,5 زمرة‎ . 5 


ملاحظات 


)۱( 
زفق 


تسمى الزمرة ,5 زمرة التناظر (أو القائل) من الدرجة ۸ . 
إذا كان ,75 فاننا نکتب / بالشكل : 
4 عع @ بل )=1 
JO) FO) ۰۰۰ 2‏ 
لاحظ أن ()/ هو صورة العنصر :۰ 5ع:. هذا ويمكن كتابة ۶ بأشكال أخرى بشرط 
أن نحافظ على صور عناصر 5 وفق التطبيق ل (أي أن نكتب ()/ تحت ۸ لجميع قم 


5 5 123:4 
1 > فثلا اذ کر 3 3 0520 
: ) » فثلا إذا كانت رهعل حيث رز و و )س فظن 


3 TEFEN بل‎ 3 2 514/2۳48 8 ۰ 
"AAAS AIDS, SATAN 


1١6 


وسنعتبر أن ر مكتوب في الصورة القياسية عندما تکون عناصر 5 مكتوبة في الصف الأول 
(العلوي) بشكل تصاعدي من اليسار إلى العين . 
(۳) رتبة الزمرة ,5 تساوي !م أي أن !</,گا. 


مثال (۷-۷) 
أكتب عناصر کل من الزمرتین «5؛ وگ. 
الحل 


:-) 2 [ 
2 EEE 


مغال )۸—٦(‏ 
20 ۱6۱ 5 4 3 12 6 5 4 3 2 1 
إا ام حبث | و 1 1 2 20۰/6 05 431 
فاجب عا بلي : 


(۱) أوجد كلاً من : 
م تير (ب) f‏ (ج و (م دو ( “7 زومر/) 
ر( ۶۰9 إن ۱۰۲ و. 

(۲) هل الزمرة رک ابدالية ؟ 

5 هل 1وہ =f‏ (و-ل؟ 

(ة) تحقى أن ة1 و=* (وه/). 

(ه) أوجد رتبة کل من ]۰ و. 


رن () لايحاد *7/ نبادل بين موضعي الصفین في / فتحصل على : 


ı2 3 4 5 6 1 
11 2 3 4 5 6 


وإذا أردنا وضع “ر في الصورة القياسية فانتانرتب العناصر في الصف الأول ترتيباً 


۱۳ 


(0 


(۳ 
(4) 
9 


تصاعدياً مع الاحتفاظ بصورة كل عنصر فتحصل على : 
46 2 
لجوج يوك 1 


1 2 3 4 5 6١/123456١_/12345 6 
2 ده‎ = 
=f Herr HHH ais م‎ 


٩23451 6‏ 2345 )دوم 
i 5 5‏ 
© 5 6 1 2 54/۳۱34 6 1 كمال 6م 3 9۶۱2 
5 6 6 62345 5 234 )در 

2 456۳3154 3 654۱2 و 9*52 

3 4 216 5 1234 5 6 

5 5 1ں 
0 0 پاات (f*9)‏ 

26 )60/123456 5 234 )دورس 
)6 3 2615( 612345312654(“ 9 
"7 6 4 6۱-1 612345 2345 )سم 
5 6 1۱2 2345۳۱43 ماه وم دی وا 9 


لا + الزمرة :8 ليست إبدالية من أجل «n>3‏ لأ عملية ترکیب التطبیقات ليست ابدالية 

في ال حالة العامة » وكمثال على ذلك فان 9۰/7/۰۵ كا يظهر في الفقرتين (ج) » (د) 

اعلاه , 

لاء ويكني أن نقارن نتيجة الفقرتين (ه) ۰ (و) أعلاه . 

من الفقرتین (ه) » (ز) نتحقق من الطلوب . 

رتبة العنصر ۶ هي رتبة الزمرة الزئية الولدة بالعنصر ؟ أي أن |(۱/۱-۱6۶ كا آشرنا إلى 

ذلك مالقا . وبا أنه يمكن التأكد بسهولة أن العتاصر >f‏ ل ةل هل كر 

و5-1/ كلها مختلفة » حيث و1 العنصر المحايد في م5 فان 6> ا(ثر»|>ارا. 

وبا مئل يمكن التأكد أن عناصر الزمرة الحزئية الولدة بالعنصر و كلها مختلفة حيث : 
(و 1 گو ,95 و, 93 و,ها- دو 


ومن ذلك نستنتج أن 6- اوا. 


١6 


5ه اللمجموعات المشاركة Cosets‏ 


لقد عَرَفْنا في البند (5؟) أنه إذا كانت © زمرة ما فان المجموعة (6)م تحوي جميع الزمر الجزئية 
للزمرة © » وفي هذا البند سنتحدث عن ما يسمى با مجموعات المشاركة لزمرة ما وبعض خواصها 
وعلاقتها بالزمرة © نفسها وسيطلع القارئ على مدى أهمية المجموعات المشاركة من خلال هذا 
البند والبند الذي يليه . 


تعريف (5ه) 

إذا كانت 6 زمرة وكانت 1>6 فان المجموعة [ )9 حيث 66× تسمی 

مجموعة مشاركة يسرى (00560 16/1) للزمرة الحزئية 44 ۰ كا يقال ان« هو ممثل احموعة 8× . 
وباشل يقال إن المجموعة (61)-ا مموعة مشاركة نی 

. 2 للزمرة الحزئية‎ )right coset( 

)٩-۷( مثال‎ 


)۱( اذا كانت (,0) زمرق » حيث - ,زب ,61 ۰ وکانت 6> H1‏ » حيث 
(1- ,ا)-19 ۰ فان الجموعة الشاركة ايرس للزمرة ۶ بالسية لعتصر 1 هي : 


iH - {ihlhe H} وفق التعريف (5-ه)‎ 
={il, (-1}={h -( ۱1: )-1(۸ 
زاس‎ 
= Hi 


انحموعة المشاركة المنى ل ٨1‏ بالنسبة لنفس العنصر = 


(؟) اذا كانت و5 زمرة التناظر من الدرجة الثالثة وكانت و11>3 حيث : 


1 1 ۳ 1 : 0 1 0 5-1۱ فان المجموعة المشاركة اليسرى ل 1 بالنسبة 


T13 
1 2 3 


اد 1 ردهي : 


xH= {xh|he H} 
))6 0ر1‎ a} زرد دمارد دما رد دمارد‎ 
I ی ی‎ 


۱9۵ 


كا أن المجموعة المشاركة المنی ل 8 بالنسبة ل × نفسها هي : 
Hx={hx|he H}‏ 


3 2 3۱/1 2 21 3۱ 2 3۱/1 2 ۸ 112354231 
3 ۱ ۱2۱2 3۱۵ ۱ ۱۸۱۵2 3 3۳۱2 ۱ 3/۱2 2 :۱۱ 
3 ۲ 31 2 2 2 ۵ 1 
هأ( 3 0 ۷ 2 ۳ 4 1 )1 - 
من ۰۵ © نجد أن 8-8« وهذا ربا يوحى بأن المجموعة المشاركة اليسرى لزمرة 


جزئية بالنسبة لمثل ما تساوي المجموعة المشاركة المنی لنفس الزمرة الجزئية وذلك بالنسبة للممثل 
نفسه » ولكن هذا الايحاد سرعان ما يتلاشى بعد قراءة الثال الاتي : 


مثال )٠١-5(‏ 
إذا كانت و زمرة التناظر من الدرجة الثالثة وكانت H156‏ » حيث 


2 سه ۰ فان المجموعة المشاركة الیسری ل 8 بالنسبة للممثل 


2 1( 1237 
123 
دقع( رسد هي : 
gai 2 3۱/1 2 3۱ (12 3‏ 
LTS‏ ها ATS LAIST‏ 
LAM FERS‏ 
۵( 1 ۳ 1 3 (- 
في حين أن المجموعة الشاركة المنى ل 8 بالنسبة ل × نفسها هي : 
53 231425 4) ]وير 
1 3 22 3 ۳۱۱ 3 3/2 2 ۲۱۱ 
1235-8 
م۳ 2 ۳ / 3 و)|- 
من ® ۰ © نستنتج أن +11 # x1‏ . 
ملاحظات 


(۱) إذاكانت 6 زمرة إبدالية وكانت 6> 1 فإنه من الواضح أن 80-80 وذلك لأنه مها 
يكن 7 فان xh=hx‏ » حيث 66 . 
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(۲) إذا كانت © زمرة وكانت 6 فان =x Hx‏ 8ج xH=Hx‏ « حيث x€G‏ 


(لاذا ؟) . 


نظرية (5-5) 


إذا كانت © زمرة منتهية رتبتها ۸ وكانت ۲ زمرة جزئية من © رتبتها 7# وعرفنا علاقة ۴۸ على 6 
على النحو الآني : 


أ( 


: فان‎ (Vx, ye G:xRy xy eH 


© علاقة تكاقۇ على 6 


(ب) 5-7 حيث ۳6/8 مجموعة أصناف التكاقؤ و 7 هي المجموعة التي عناصرها 


(ج) 


0 


المجموعات المشاركة اليمنى احتلفة د 1 
mln‏ أي أن 72۱۱6۱ 
البرهان 
(1) ۸۴ علاقة انعكاسية لأنه : 
و VxeG:xx7!=eeH‏ 


(۲) ۴ علاقة تناظرية لأنه إذا كانت 6ع,د محيث ر۸× فاننا نلاحظ أن : 


(تعريفاً) لع > xRy sexy‏ 
(لأن 8 زمرة) 6۳( ۲ )اجه 
(لاذا ؟) eH‏ درز جه 
(تعریفا) ترجه 


(۳) ۶ علاقة متعدية لأنه اذا كانت 266 ,ر ,× محیث ۸2ر م رگد فان : 


(تعريفاً) yz eH‏ م قرع 1 XRyaAyRz xy‏ 
(لأن 8 زمرة) ع 1 ويرك 1 - عن(1-ود) = 
(لاذا ؟) 2 >= 


من (۱) ۰ (۲) » (۳) نجد أن ۸ علاقة تكافؤ على 6 . 
(ب) ا أن © مجموعة منتبية فان مجموعة أصناف التکافو 7 هي مجموعة منتبية أيضاً » 


۱9۷ 


وليكن ۳-۳ فيكون : 


تعريف ,× G|xRe}‏ ع« دمح XxX,‏ 
تعریف ۸ ={xeG|xe eH}‏ 
لأن =٠‏ 1ء العنصر الحايد في 6 {xeG|xeH}‏ = 
(لاحظ أن =H (Hx, = He=H‏ 

تعريف ث3 و ۲ x,={xeG|xx; eH}‏ 


={xeG|xeHx,} ; لعج‎ => xx;'=h; heH لأن‎ 

تعریف Hx»; Hx‏ » ابر > و[ < 

وبالثل نوجد و ,3,۰۰۰ حيث تجد أن : . مدلوت :0 Hx,‏ =,% 

وبما أن 4= رم,ة ما لم تكن (-ف(م ,۰۰۰ ,2 باز ,نا فان : 
REE‏ ما 1 تكن ز- نم وه 2 ماع (j‏ 

ولا كان 60لا لا فان 2,6 نا 


i=1 
: (ج) من الفقرة (ب) نستنج أن‎ 
n=|G| =|Hx,| + | عدد الدود ۲ اد | +۰۰۰+ ريد‎ 
۳ 
< ۳ 
=r|H| 
لأدى ذلك‎ ),, ۸٤81(۸, > (لا حظ أن عناصر ×1 مختلفة لأننا لو فرضنا أن ,× ر‎ 
إلى أن ۸= ,۸ ومن ناحية أخرى فان عدد عناصر ,×1 لا يمكن أن يزيد عن عدد‎ 
)1-1, 2, ۰٠٠,۲ ولذلك فان ”= |:| من أجل‎ ٨1 عناصر‎ 
أي أن‎ m|n واضح ثما تقدم أن‎ 
۱ ۱(۱۵۱ 
ملاحظات‎ 
في النظرية (*-۲) لو عرفنا ۸ على التحو 277" :دج رG:xR ٤ر ,۷ لكان بالامکان‎ )۱( 
إثبات فقرات النظرية الثلاث بشكل ممائل تماماً لما فعلناه أعلاه مع الأخذ بعين الاعتبار أن‎ 
. 8] المجموعة 7 عندئذ هي المجموعة التي عناصرها المجموعات المشاركة اليسرى اختلفة ل‎ 
في النظرية (<1) إذا أخذنا (6)-8 فإن 1=|#|=" وبالتالي فان (عد) بت‎ )۲( 


۱۸ 


(۳ 


فق 


4 


9 
20 


وبذلك يكون |0|--<م وتکون : 

ری ,۰۰۰ Xo,‏ ,5= ¥{ ط< ((د) ۰ {x2}‏ (7<))6 
آما إذا أخذنا 21-6 فان 7-|۱6-|/7-۱ وعندها یکون ۲-1 أي أن : 

(8< رة) ۳ - (06) 7 

إن النظرية (*-) من أهم نظریات الزمر وببرهاننا عليه نکون قد برهنا نظرية تنسب إلى 
العالم الرياضي لاغرانج 1۵870086 ونصها كالآني : 
«اذا كانت © زمرة رتبتها ” وکانت 11 زمرة جزئية منها رتبتا ۶ فان "|٣‏ » 
یسمی العدد ۲ الوارد في النظرية )-٩(‏ الدلیل 10006 ویرمز له بالرمز [6:14] أي أن 


r=[G:H] ےا‎ +n =rm= [G:H]|H| 


نستنتج من النظرية (1-7) أنه لا يمكن أن تكون 1>6 ما م تكن رتبة 3 أحد عوامل 
رتبة © وهذا شرط لازم فقط ولكنه ليس كافياً (ونعبر عن ذلك بقولنا إن عكس نظرية 
لاغرانج ليس صحیحا) . 

نستنتج مما سبق أنه إذا كانت 6 زمرة وكان 6× فان |6|||(×)|=|×|. 

|ذا كانت © زمرة رتبتها عدد أولي فإنه لا يوجد لها زمر جزئية فعلية غير تافهة » وبذلك فلا 
بد أن تكون 6 زمرة دائرية مولدة بالعنصر »> حیث 6ع««اعو» أي أن 2-6+*). 


Normal Subgroups الزمر الحزئية الناظمية‎ ٠٦ 


تحدثنا في البند" )١-5(‏ عن الزمر الجزئية لزمرة ما وفي هذا البند سنتحدث عن نوع خاص وهام 
من الزمر الحزئية لزمرة ما يدعى الزمر الجزئية التاظمية 


تعريف (۷-) 
نقول عن زمرة جزئية 7 من الزمرة © إنها ناظمية » ونرمز فا بالرم © > 17 إذا تحقق الشرط 
الا : 


۷0:۲۲ =H 


نستنتج من هذا التعریف ما يلي : 


۹ 


x€G حيث‎ «HS|G ع 3 حه‎ Hx 
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أي أنه إذا كانت 816 فان المجموعة المشاركة الیسری للزمرة 87 هي نفسها المجموعة 
الشاركة المنی ل 8 بالسبة للممثل * . 

sVxeGaheH:xhx eH )۲(‏ 530 بر 

(۳) إذا كانت © زمرة إبدالية فان كل زمرة جزئية منها ناظمية لتحقيقها التعريف (55) . 

(4) مها تكن الزمرة 6 (حيث 2 < |6| ) فإن ها على الأقل زمرتين جزئيتين ناظميتين هما 
(). © نفسها » لأن كلا ما تحقق التعريف (5-5) . 


مثال )1١-5(‏ 
إذا كانت و5 الزمرة التناظرية من الدرجة الثالثة وكانت ,75 حيث : 
اد 2 ۳ 4 2 ۳ 4 2 = 
2 1 1۳۱۵ 3 ها 5۳ 1:32 
فایت أن وه بر 


الحل 
لتقب عناصر و3 کا يلي : 


slg AA EN 03ش‎ 
و و‎ BEN 
123۱ ۸۱23۱ 3 
ور ماحهة‎ FT ES 2 رز‎ FF ۸ 


تکون 96 1 إذا یتنا أنه : 
=H; i=1, 2۰۰6‏ 111 ,عر : وق ع بعرلا 
ما أن العناصر 11 و ,× برد فإنه من الواضح أن : 
لأن ٨‏ زمرة 3 x HX; =H; j=1,2,‏ 
Hx,‏ ع لا اجه x, Hx4 =H‏ 
وهذا متحقق كا ورد في المثال (4-5) . وبامكان القارئ التحقق بسهولة أن : 
x} =H‏ وو و > ( 1 ××× ,و۳ وت وير و“ ود وكا ) - ول وعر 


xgHxg  ={xgx xg, xgX2Xg ود‎ 6 [ = {Xs X3» x} =H وكذلك‎ 


1 


مما تقدم نجد أن 46 بر 

ملحوظة : 

إذاكانت 60 11 وكانت 77۶0 فإننا نکتب ذلك بالشكل © >8 » ونقول ان 88 زمرة جزئية 
ناظمية فعلية من الزمرة © . 


نظرية (*-۷) 
إذا كانت © زمرة وكانت 1>6 وعرفنا عملية «.» على انحموعة (06ع*|[7<)1 على النحو 
الائي : 


6 عر xH‘yH=(xy)H; x,‏ 
فان النظام ( 7,۰ ) زمرة رتبا [51:©] 
الرهان 
من الواضح أن 7 هي المجموعة التي عناصرها انحموعات الشاركة الیسری ل 1۶ » وبا أن 7166 
فان × - 1× لكل 6ع« . » وبالرجوع إلى النظرية (55) نجد [7|<]0:/0]. 
والآن لتثبت أن (1:۰) زمرة كا يلي : 
(۱) يحب أن نتأكد أن العملية «.» ثنائية على 7 ويتم ذلك إذا ثبت أن تعريف العملية ٠.«‏ 
مستقل عن اختيار ممثلي 11× » بر وها × » بر على الترتيب » أي إذا ثبت أن : 
H =(x' y')H‏ سر :3 XxXH=x'HayH=y' H >(xy)H=xH‘yH=x'‏ 
وهذا متحقق بالفعل كا يتضح مما يلي : 
الع« xH=x'H => xe=x'h, ex=x'h,;‏ 


yH=y'H زر “برع رج 1[ "برع عبر جد‎ hye H 


إذن (y)H=(x'h, y'ha)H‏ 
لأن © زمرة H‏ يلط »)د 
hı H=H‏ لأن 17 زمرة (xh, y')H‏ = 
لأن 6 > 8 ولذلك يوجد ۸:6 محيث رورا 
لأن hıH=H‏ "نر اب 


(۲) العملية «.» داحة لأنه 


VxH, yH, 2۳ ع‎ T:(xH‘yH)‘zH =(xy)H‘zH ».( تعريف‎ 


۱۱ 


= (xy)zH ).( تعريف‎ 

لأن 6 زمرة 211 = 

= xH-(yzH) 4۰.۱ تعريف‎ 

تعريف ».« =xH‘(yH:ZH)‏ 
(۳) 1-0۲7 هو العنصر الحايد لأنه : 

VxHe T:eH‘xH =(ex)H = xH = (xe)H = xH ‘eH 
: لأنه‎ )»1( =× 11٤7 نظيرة‎ ×٤7 كل غنصر‎ )٤( 
VxHeT:x H-xH =(x71x)H=eH =(xx JH=xH‘x 1H 

من )١(‏ » وحتى (4) نستنتج أن النظام ( 1,٠‏ ) زمرة . 
تعريف (7-5) 
إذا كانت © زمرة وكانت 15*0 فان الزمرة 7 حيث (6 ٤‏ ×|1×) ع 7 يرمز ها بالرمز 0/7 
(وتقرأ © قياس ۸۷) وتسمى زمرة حاصل قسمة 6 بالنسبة للزمرة الجزئية الناظمية ٨1‏ » أو اختصاراً 
زمرة حاصل القسمة إذا لم يكن نة التباس . 
ملحوظة 
إذا كان النظام ( + ,© ) زمرة وكانت 6> فإننا نرمز للمجموعة المشاركة العني ل ٨1‏ بالرمز 
+ حيث 6 وتكون (۱>1<+) -<+ 7 وبالثل تكون المجموعة المشاركة 
الیسری لد 17 هي 

x+H={x+h|heH} 
: كا يكون‎ ×٤6 وإذا كانت © > 1 فان ×+ ۸1 =1 +× لکل‎ 
|©6| | ,عد‎ +77 | + |, + 8| +... 


مثال (5-؟1) 
إذا كانت وک» 5 كا وردتا في الثال )١١5(‏ فأوجد زمرة حاصل القسمة 8/ر5 


اخل 
إن عناصر الزمرة 5/۴ هي انحموعات الشاركة العنى (أو الیسری) ل / وهذه هي : 


[ولد وود وا ع 81 ع آ]ه < آ] x,‏ 


۱۹۲ 


۳ ۱ 
xqgH = {xq xg, xs} 


S/H={x, H,x, H}={H, x, H}=(x4, HY 


لاحظ أن 8 هو العنصر الشاك اللزمزة اوك وأن العنصر ید مولد ها رتبته 2 لأن 


A HF =H لقف‎ - 3 H=% H=H 


وهذا یعنی أن 5/8 زمرة داثرية رتبا 2. کا تجدر الاشارة إلى أننا اكشينا ساب 


رت x4H‏ لأن ليده رد و میدن رد 


مثال (۹--۱۳) 


إذا كانت 2 هي الزمرة ( + ,2 ) وکانت 2" محموعة جزئية من ۰2 حيث +62 ۰ فأجب عا 


باني و 
(ب) 


أثبت أن 2" زمرة جزئية ناظمية من 2 
أكتب عناصر زمرة حاصل القسمة 2/72 
آثبت أن زمرة حاصل القسمة هي زمرة دائرية رتبتها :7 


إن امحموعة 7 هي : 
—m, 0, 31,281:‏ ,2091 سب MZ‏ 
(۱) إن هذا يعني أن انجموعة 12 عناصرها مولدة بالعنصر ۰ أي أن جمیع عناصرها 
هي مضاعفات العدد الصحیح الوجب ۰ ولذلك فانه من الواضح أن حموع أي 
عنصر ين (عددین) هو عنصر وحید ينتمي إلى ۰۱7 وبالتالي فان النظام 
( + ,۱2 ) مخلق . 
(۲) خاصتا الدمج والابدال محقفتان » لأن 2ع 72. 
(۳) النظام (+ .72) به عنصر محاید هو الصفر لأنه : 
VmxemZ:mx +0=mx; xeZ‏ 
)٤(‏ مها یکن 7 فإن نظيره 7 - لأن : 


mx +(—mx)=0 


۱۳ 


مما تقدم نستنتج أن 2 > 2 . ولا كانت 2 زمرة ابدالية فان 2 02. 
(ب) (m-1)+mZ}‏ ,... قصب 2 Z|mZ={0+mZ, 1 +mZ,‏ 
(ج) إن زمرة حاصل القسمة هي زمرة دائرية » لأنه يمكن توليدها بالعنصر 1+2 أي أن : 
+m2))‏ 1)) > - 72۳2 
وهذا يقتضي أن يكون ”= |<(2دم+ 1))1. 


17-5 بعض نظريات اللومومورفيزم  Homomorphism Theorems‏ 
نظرية (8-5) 
1 


إذا كانت ۰0 0 "0 ثلاث زمر وكان “6ك مج هومومورفيزمين: فإن 
"05:00 هومومورقيزم . 


البرهان 
لأن ۶ هومومورفيزم («) Vx, ye G:(gfXxy)=g(f(xy))=g(f(*)‏ 
لأن و هومومورفيزم ((9)1)2 =g( f(x)‏ 
تعريف 4*۷ =g°f (x) gf»)‏ 


لذا فان ۰و هو هومومورفيزم من 6 إلى ”© . 


9 


إذا کان "وم عقن م آیزومورفیزمین فان "0۰:60 ایزومورفیزم . 


البرهان 

40 هومومورفیزم من النظرية (*-۸) ؛ ولا کان کل من /رء و ایزومورفیزما » فان كلا منبعا 
تقابل ‏ وبالتالي فان ره و تقابل أيضا ۰ وهذا بقتضي بدوره أن یکون /۸۰ أيزومورفيزماً من © إلى 
3 

نظرية (95) 

إذا كانت ,6 6 زمرتین وکان 6+ ,6:/ هومومورفیزماً ‏ فان : 

() اذا كانت ,1>6 فان »10(>6 

(ب) إذاكانت ,16 فان و6 >(,۶0۳(6/)6 
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البرهان 
(4 بفرض أن ع هو العنصر اطحاید في ,6 نلاحظ أن 
>eeH > f(e)e f(H) => f(H)#Q‏ ,6 > 81 )( 
f(h»)‏ = وا( د (ii) Yh, hye f(H): 3h, he‏ 
من (1) نلاخط أن : 
من النظرية (هه) » ( ۱-۶ nih "= fh f(2)‏ 
لأن 1 هومومورفیزم 3 =f(h,h2')‏ 
ولا كانت ,6> ۰19 فان 6,211 وبالتالي فان ۱/0 و( ,هار 
ما تقدم نجد أن ي©>(8)/. 
(ب) ععل ,1-6 في الفقرة رآ) > نجد أن ر1(=)6,(>6)/ . 
ببق أن نبرهن أنه إذا كانت ,76 فان (6)/ از 
لإثبات أن (,80>/16)/ نتبع الطريقة ذاتها الواردة في الفقرة (أ) . ولاثبات أن 
(,©)80>1)/ . ااحظ أن : 
f(x) ۱۲ =f (F)‏ = لاد Vx'e f(G,Jah'e f(H): 360 aheH‏ 
ويكون : 
لاذا ؟ > لا 0 xh'x'‏ 
لاذا ؟ > )7 ادا 
ولکن «xhx” eH‏ لأن H4G,‏ اذن قارع( رد 
مما تقدم نستنتج أن /)G,(‏ 1(4( . 
نظرية )۱۰-٩(‏ 
إذاكانت 26 6 زمرتين » وكان '6+6:/ أيزومورفيزماً » فان + أيزومورفيزم من '6 › 
(ل 6. 
البرهان 
جا أن ۶ أيزومورفيزم » فان / تقابل » وبالتالي فإن ١ ٠‏ هو الانحر تقایل (لاذا ؟) . ويبق علينا 
اثبات أن "ل هومومورفیزم . 


۰۷ ۲, عبر بد 3: “0 ع رز‎ G3x'= f(x) ^ ار‎ = f(y) 


1 


ولا كان / تقابلاً فان : 
(×) رحج (×) =× » وكذلك ('ر) ٦‏ = رہ (ز)/ع 'ر 
(لاذا ؟) f(x)f(»)= f(xy)‏ ( ۲ 
وبالتالي فان : 


(الز'ين 1< دويز (لاذا ؟) 
ولکن ’ن ر 
إذن ( 1( )۶ =( ةر 
ما تقدم نجد أن "٩‏ هومومورفيزم , وبالتالي فان '-/ أيزومورفيزم من 6 إلى © لأن 
كن تقابل . 


)۱۱-٩( نظرية‎ 

إذا كانت ۰6 6 زمرتین وکان "0-60:/ أيزومورفيزماً » حيث '*-()/ فانه : 
۰۵۳۳ ۷۱۰ 

البرهان 

عندما 5-1 فإن <-(/۰ وهذا يعني أن "(”*)-("*)/ صائب عندما 7-1 والآن لنفرض 

أن ×)=(*) صائب من أجل ۰-۸ ولنثبت أن هذا يقتضي أن یکون *۴()-(۱* ۳و 

صائباً وذلك كا بلي : 


ور حور 


لأن ۶ ایزومورفیزم ( ۶( 
لأن «-(/ ۸( )=( وفق ما تقدم آأعلاه ×( 
=e‏ 


إذن "('*)-(“"#«اار صائب لجميع قم neZ*‏ 


۱۹5 


ملاحظات 
(۱) تجدر بنا الإشارة إلى أن النظرية )١١--5(‏ صحيحة من أجل جميع قم 7 لأنه إذا 
كان 5-0 فاننا نجد أن 
نظرية =e‏ #پرب زه د f‏ 
واذا كان 0 فوضع مادو حيث "۰672 فان : 
۳۵۳۳ ۲ (۲(۳ لغ اانا 
9 آذاکانت ۰6 6 زمرئن متشاکلتین (62:6) وکان ۶ آیزومورفیزماً من © إلى '6 
حيث *-(/ فاننا نستنتج من النظرية )١١--5(‏ اله : 
| ارح اجات نع > )|| عد|:6 6 ۷ 
أي أن رتبة أي عنصر 160 ورنبة صورته “6 ع" (:)/ متساویتان . وهذا شرط لازم 
لکون عنصر ما من 67:ضاكاً لأن یکون صورة لعنصر ما من 6 ولکنه لیس شرطا کافیا . 
(۳) اذا كانت (<×)=6 ۰ ('×)='6 زمرتين داثریتین حیث 6|<|6|>۰6| فان التطبیق 
f:‏ العرف ب (»)=( »0 ۰ ۲۰2 آیزومورفیزم . 
نظرية (5-؟١)‏ 
إذاكانت ۰6 6 زمرتين وکان '06+-6:/ هومومورفیزماً > حبث 00 فان نواة ‏ زمرة 
جزئية ناظمية من © أي أن ۱6(>6--ع- > 
البرهان 
ر) با أن -۶ فان (6)'-“رعم ۰ وهذا يعني أن 4+ .K‏ 
(۷) اذا کانت × عر,× فان : 
لأن [ هومومورفیزم ۰ ( ۲ )/(۱(<۶ بعال 
نظرية ۰ =f(%)(f)‏ 
یم 


تعریف  EE ker‏ 
إذن 716۸ بزید بت 
من (۱) ۰ (۲) خد أن 06 > ۸ 

ولا كان : 
لأن ‏ هومومورفیزم (8-)/ 00100( -عملحاز :اعنام VxeG‏ 


(7 1) keK لأن‎ 


۱۷ 


لأن 'م عنصر محايد (1-*)/0)/- 
لأن ¶ هومومورفيزم (xx)‏ ل- 
f(e(‏ = 

=e 


فان xkx eK‏ ومنه نستنتج أن ٩6‏ > 


)١4-5( مثال‎ 


(۱) 


فق 


إن الزمرتين(© ,,2) ۰ (0 ,02 متشا كلتان (أي أن ,2.2 ) كا يتضح ذلك جلياً من 
لثال (ه--۱۲). ولا كانت (1-,2 ۰ 22-222 زمرتين دائريتين » کا أن 
|= ا2۶ فإنه يكني لتعيين آیزومورفیزم ر بها أن نربط أحد مولدات ,2 بمولد في 
۹ أي أن *2ب,2: حيث "3- ("1)/ أيزومورفيزم 

إن الزمرتین (© ,م2) » (5,,۰) » غير متشاكلتين (أي أن ,5,2 ) بالرغم من أن 
۱5:۱<۱2,۱-6 ۰ وذلك لأن 26 زمرة إبدالية (بل دائرية) في حين أن و5 زمرة غير 
اندالية. 


(۷) إن الزمرتين ( 8 ,و2 ) ۰ ( 3 ,و2 ) غير متشاكلتين لأن رتبتهما مختلفتان (أي أن 


(4) 


(13< | و122 < | و 2) 


إن الزمرتین ( 2,,8) ۰ (+ ,2/52) متشا کلتان لأن : 


2/527 حيث "52("(=1+ 1))/ ۰ آیزومورفیزم (فلاذا ؟) 


عارین (۱-۷) 

(۱) بين مع التعلیل أي من الأنظمة التالية یکون زمرة : 
0 (*.2) » حيث * معرفة على النحو : Vx, yeZ:x*y=xy‏ 
(ب) (*2 ) » حيث * معرفة على النحو : Vx,yeZ:xxy=x+y—3‏ 
(ج) (*.2 ) » حيث * معرفة على النحو : ترح عع رع :2ع بردو 
(د) (*,@) » حيث * معرفة على النحو : Vx,ye Q:x#y=xy‏ 
(ه) R*,*)‏ ) : حيث * معرفة على النحو : دعر عر: * Vx,yeR‏ 
(و) (*,*# )۰ حيث * معرفة على النحو : Vx,yER*:x*y=xy‏ 
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فق 


(۳ 


(4) 


وزع (+رص ‏ حیث 8 محموعة الأعداد الزوجية : «+» عملية الجمع المألوفة . 
(ح) ( +,2 )»2 حيث ظ مجموعة الأعداد الفردية » «+» عملية الجمع المألوفة . 
(ط) ( + W۷,‏ )۰ حيث (062|م17ع ۱۷ : (+ عملية الجمع المألوفة ۰ 

)78,0( )( 

رل (۵ ,2 

رد (@ ,2( 

ف الضاك 

(ن) (*,)3) ۰ حيث (1-)- ۸-۲ ۰ * معرفة على النحو : 


Vx,yeM:xky=x+y+xy 


إذا كانت ( *,0 ) زمرة تحقق الشرط : VxeG:x*x=e‏ فأثت أن 
1 كل عنصر في 6 نظير نفسه أي أن ×= × لكل 66× . 
(ب) © زمرة إبدالية . 

آوجد رتبة کل من الزمر الاتية : 

0 (لتارووع) 

(ب) (8 ,ر 

(ج) (5ى,5) 

(د) (2(,1) )۰ حيث ,2621 

(ه) (لا,ا3»)» حيث ,3621 


(و) (6(,0»)» حيث 
9 123456789 
8 10 ۸567219 ۶۱2 


۲ 7 5 2 1 7 5 4: 3 2 1 
اذا f=‏ ع 
إذا كانت +78,863 © e O‏ 


و 


AT DSS‏ + چپ عا بج 


و e E‏ هی 
(ب) أوجد كلا من ۷۰0۰۲ ۰ f(71‏ و۸( 


(ج) تحقق أن ۱-۱۰9۱۰9۳۱ (hg)‏ 


۱۹ 


(ه) إذا كانت مک زمرة التناظر من الدرجة الرابعة فأجب عا بلي : 
)( أوجد |54 
(ب) أكتب جميع عناصر ,5 
(ج) اذا کانت ,4,>5 حت : 


4 3 2 1 4۱ 3 2 1/ 4 3 2 1/ 4۱ 3 2 1/ 4 3 2 1/ 4۸ 3 2 1 ۳ 
۵۸ ۳ 3:4 ۲ رل 2 3 ما AVEC EACLE‏ رو ده دار 
4 3 2 1/ 4۱ 3 2 1/ 4۱ 3 2 1 4 3 2 1/ 4 3 2 1 4۸ 23 1 
4 ۵ 14۳ د ۵ 22 1 رل ۵ 4 ها ری 21 ۱ رز ۵ ود 


وكانت 44> ۷ حيث : 


سابك ايت ساك 
1 2 ۵ 1۱/۳۱۸ فاق رو 14 ۵ 4۳ 3 2 احم 
(۱) فاستفد من القرین (۲) لاثبات أن ,۲ زمرة ابدالية . 
(۲) هل ۲ زمرة دائرية ؟ ولاذا؟ 
5 أثبت أن ,۷,4 
(9) أكتب عناصر زمرة حاصل القسمة ,۸۸/۷ ومن ثم احسب الدليل [,4,:۷]. 
(5) إن 54 445 فكيف نثبت صحة ذلك ؟ 


10( أوجد اوقك/وذا| 
4 


(۷) اذا علمت أنه يمكن إثبات أن ۷,55 فأوجد كلاً من [:,ک] : وقارن 
بينها 
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(5) لیکن ۰۵۰4 مستطيلاً کا في الشکل انحاور 
ولتکن اج S={r‏ هي مجموعة تاثلات 


۱۷۰ 


0 


(A) 


إلى 
۱( 


۱) 


الستطیل حيث ,۲ دوران الستطیل حول مرکزه 0 بزاوية 

قياسها *360 ۰ و7 دورانه بزاوية قیاسها "180 . 

آما ير : و فها انعکاسا الستطیل حول الستقیمین ,1 : دا على الترتیب . والطلوب 
4 تحقق أن : 


» bc سي‎ bc 3 عور‎ bce 9 = Be 9 
abcd cdab هم‎ 4 dc ba 

(ب) أنشئ جدولاً للنظام ( 5,٠‏ ) » حيث 000 هي عملية تركيب التطبيقات 

(ج) أثبت أن ( 5,٠‏ ) زمرة إبدالية ولكنها ليست دائرية . 

رد) _ أثبت أن بلایعکی حيث ,۷ هي الزمرة المذكورة في القرين (0) . 

أوجد مجموعة تمائلات المثلث التساوي الأضلاع ومن ثم أثبت أنها تکون زمرة غير 

إبدالية . قارن هذه الزمرة بزمرة التناظر وک من الدرجة الثالثة » وحاول أن توجد 

أيزومورفيزماً ییا . 

أوجد مجموعة تمائلات المربع » وأثبت آنها تكون زمرة غير إبدالية رتبتها 8 » ومن ثم أثبت 

أنها زمرة جزئية من زمرة التناظر من الدرجة الرابعة . 

استفد من نظرية لاغرانج لإثبات أن الزمرة ,8 لا تملك زمرة جزئية رتبتها 26 . 

ناقش كل عبارة فما يأتي وصحح الخطأ إن وجد : 

(أ) الشرط اللازم والكافي لتکون 6 زمرة داثرية هو أن تكون رتبتها عدداً أولياً (أي 
أن : © زمرة دائرية جه م |©| حيث م عدد اولي) 

(ب) إذا كانت © زمرة دائرية رتبتها عدد أولي فإنه يوجد ها زمرتان جزئيتان فقط . 

رج) إذاكانت 6 كا في الفقرة (ب) فإنه بوجد 1>6 حیث |1>|81>|16 

(د) اذا کانت © کا في الفقرة (ب) فان کل عنصر من عناصر 6 يولدها ما عدا العنصر 
امحاید . 

ره اذا کانت ۰6 6 زمرتین دائريتين يحيث م- |10 -|'16 » حيث م عدد أولي 
فإن 0بد6. 

)€ > يرجه |۱۱۱6 ۱8 

(ز) © زمرة دائرية <> © زمرة إبدالية . 

(أ) هل يكن اعتبار ,5> یک ؟ وكيف يتم ذلك إذا كانت الاجابة بنعم ؟ 

(ب) هل يمكن اعتبار ,5>5 » حيث 277 مع التوضيح ؟ 


۱۷ 


(19) إذا كانت 0 زمرة وكانت ۸ مجموعة جزئية منها (أي.© 4 ) وعرفنا المجموعة (4)© کا 
بلي : 


C(4)= {xe G|xa= ax VY ae A} 


بت أن (4)© زمرة جزثية من © (أي ©>(4)©) . 


ملحوظة 
تدعى الزمرة الجزئية (4)© مم رکز ( ۸ 0۲ #عمذلهئاهة© ) » وكحالة خاصة عندما تكون ۸-6 
فان (610 تدعى مركز الزمرة © (6 (Center of‏ . 


(۱۳) اذا كانت 6 زمرة وکانت 4 محموعة جزئية منها وعرفنا احموعة (۸۸ كا يلى : 
N(A)={xe G|xA= Ax >xAx7 1= A}‏ 


فأثبت أن (۸)4 زمرة جزئية من 6. 
ملحوظة 
تدعى الزمرة الحزئية N)4(‏ منم )4 .Normalizer of‏ 
(۱8) ناقش تشاكل الزمر الآتية » وحاول إيحاد أيزومورفيزم واحد على الأقل بين أي زمرتين 
(i)‏ 6,5 
(ب) (۰,ی8) 
ج) )25,3 
(د) )1:٩(‏ ۰ حيث 7 مجموعة تاثلات الثلث التساوي الأضلاع . 
۵ (+,2) 
(و) (+ ,۴) ۰ حيث 8 محموعة الأعداد الزوجية . 
1 آذکر سما وانخداً على الأقل لعدم تشاكل أزواج الزمر الآنية : 
() (8 ,2 » (5,0)ء حيث 5 مجموعة تمائلات المستطيل المذكور في القرين 
10 . 
(ب) (8 ,€ › (تا م2 . 


يفن 


(ج) (3,۲( ۰ (دروى). 
(د) (8 ,۰۷2 )5,٥(‏ »> حيث 5 محموعة تمائلات المربع . 
ه) (لحاءى2) : (۰02,۰ حیث 8 محموعة تمائلات احمس النتظم . 


۱۷۳ 


الباب السابع 


Rings and Fields الحلقات والحقول‎ 


۱-۷ مقدمه وتعار يف 


لقد رأينا في الباب الخامس أنه إذا كانت 5 مجموعة غير خالية » فانه يمكن تعريف عملية ثنائية 
عليها » وعبرنا عن ذلك بالشكل (*,5) . كا رأينا أنه يمكن توسيع هذا المفهوم ليشمل تعريف 
عمليتين ثنائيتين على مجموعة 5 ۰ وعبرنا عن ذلك بالشكل (5,*,۰) . وقد رأينا في الباب 
السادس أن النظام (*,5) یشکل زمرة عندما يقق شروطاً معينةا ».وف هذا الباب سبری القارعة 
أن النظام (5,*,۵) يشكل حلقة عندما يحقق شروطاً معينة أيضاً » كا أن الحقل ما هو الا حالة 
خاصة من الحلقة (أي أن كل حقل حلقة والعکس قد لا یکون صحيحاً) . والحلقات من 
الواضیع الرياضية از والهامة : إِذْ لا يستغنى عنبا في كثير من فروع الرباضیات » ولكننا هنا 
3 بتقديم بعض التعاريف والنظريات الأولية موضحين ذلك بالأمثلة » کا مجن بنا تنبیه 
القارئ إلى التشابه الكبير بين كثير من , المفاهيم والنظريات الواردة في الزمر وما تزا في الحلقات 
أو الحقول > ما يسهل على القارئ إستيعاب الأفكار بسرعة » وما يلفت حقاً إلى الترابط فت 
والتناسق الجميل بين الأنظمة في الرياضيات . هذا وسترمز للحلقة بالرمز ۸ وللحقل بالرمز 
خلال هذا الباب » ما لم ينص على خلاف ذلك . 


تعريف (/1ا١)‏ 

يقال إن النظام (۰,+ ,8) حلقة إذا حقق الشروط الآتية : 

. 0+ النظام (+ ,) زمرة إبدالية بالنسبة لعملية جمع نرمز لها بالرمز المألوف‎ )١( 

(۲) النظام (,8) شبه زمرة بالنسبة لعملية ضرب نرمز ها بالرمز المألوف 200 . 

(۲) عملية الضرب ۱۰۱ تتوزع على عملية الجمع «+» أي أنه : 
خاصة التوز یع من الیسار 2 مرح (2 + )دا 


۱ :1 وا ,2 ۷ 
خاصة التوزيع من المين د20 ل (J+2 x= yx‏ 


۱۷ 


ملاحظات 

(1) إذا كان النظام (8,0) إبدالياً قبل إن ۸ حلقة إبدالية . 

(؟) إذاكان النظام (:.8) به عنصر محايد قيل إن ۸ حلقة فيبا عنصر الوحدة (أو اختصاراً فيها 
الوحدة » وعنصر الوحدة هذا هو العنصر احاید الضربي ذاته) . 

(۳) سترمز للعنصر المحايد الجمعي في 8 بالرمز 0 وللعنصر انحايد الضربي (إن وجد) بالرمز 1. 

(4) سترمز لنظير 6۸× الجمعي بالرمز «- ولنظير 26 الضربي (إن وجد) بالرمز * +« مع 
تذ کر أن ×=(×-)- » وكذلك ×=( *»). 

(ه) سنکتب ر× بالشکل ر× و (ر-)+× بالشکل ر-× لكل عر :. 

(3) ليس بالضرورة أن تکون العملية «+» هي عملية الجمع الألوفة وكذلك الحال بالنسية 
لعملية الضرب 59 : 


تعريف (۲—۷) 
يقال إن النظام ,+ ,۴) حقل إذا حقق الشروط الآتية : 
(۱) (+ ,۴) زمرة إبدالية بالنسبة لعملية جمع نرمز ها بالرمز ٠+١‏ . 
(؟) (:,*) زمرة إبدالية بالنسبة لعملية ضرب نرمز ها بالرمز ۰0۰۰ حيث [0)- ۴ =*۴. 
(9) عملية الضرب تتوزع على عملية الجمع ۱+۱ 

من التعريف (۲-۷) نستنتج أن كل حقل حلقة » ولكن العكس قد لا يكون صحيحاً 
لأننا لم نشترط عند تعريف الحلقة ۸ أن يكون النظام (: ,*۸) زمرة » فضلاً عن أن يكون زمرة 


إإبدالية . 


تعريف (۷--۳) 
إذاكانت ۸ حلقة وكانت ۸82 فيقال إن ۸ حلقة جزئية للحلقة (أو من الحلقة ۸) إذا 
كانت '۸ نفسها حلقة بالنسبة لعمليي الجمع والضرب العرفتین على ۸ وسترمز لذلك بالرمز 
R'SR‏ ” 

وبشكل ماثل تماماً نعرف الحقل البزني لحقل ما » أي إذاكان ۴ حقلاً وكان "8 حقلاً 
أيضاً > حيث ۳۰۸ فان “7 حقل جزئي للحقل 7 وسنرمز له بالرمز ۶ > "8 . 


۷۵ 


مثال (۱-۷) 


(۱) إن النظام (:,+ ,2) حلقة إبدالية فيا الوحدة وهي العنصر الحايد 1 . 

(۲) إن النظام (:,+ ,0۵) حلقة إبدالية فها الوحدة وهي العنصر الحايد 1 . 

(۳) إن النظام (:,+ ,18) حلقة إبدالية فيها الوحدة وهي العنصر الحايد 1 . 

.1 إن النظام (۰,+ ,۲) حلقة ابدالية فما الوحدة وهي العنصر المحايد‎ )٤( 

(ه) إن النظام (,+ ,) حلقة ابدالية » حيث 8 محموعة الأعداد الزوجية » أي 8-2 
لاحظ أن الحلقة ۶ لا تملك عنصر الوحدة لأن 148 . 

(5) إن النظام (,+ مر حلقة إبدالية فيا عنصر الوحدة هو 1٤2,‏ عندما 2<" . 

(۷) إن النظام (:,+ .,2) حلقة ابدالية (متى یکون فيا عنصر الوحدة ؟) . 

(۸) إن النظام (: ,+ ,2:) حلقة ابدالية » حيث +7162 متی يكون فيا عنصر الوحدة ؟) . 

(9) إن النظام (0,+ ,*© ليس حلقة » (فلاذا؟ ) . 

(۱۰) إن النظام (,+,ظ) ليس حلقة » (فلاذا ؟) » حيث 2 مجموعة الأعداد الفردية . 

(۱۱) إن النظام (:.+ ,(0)) حلقة إبدالية »> حيث 0+0=0 و 0:0-0. 
إن [0) هي اصغر حلقة وتعرف بالحلقة التافهة (أو البديبية) » وفيها العنصر الحايد 
الجمعي يساوي العنصر الحايد الضربي » أي أنه يمكن اعتبارها حلقة فيها الوحدة هو 
الصفر (أي ۰1-0 وهي الحلقة الوحيدة الى تتصف بهذه الصفة » إذ أن أي حلقة 
(0) 1 + |ذاکان فها عنصر الوحدة فسیکون هو العنصر الحايد الضربي 128 6 0. وني 
الحقيقة سنعتبر أن أي حلقة فیا الوحدة مكونة من عنصرین فا کثر » ویکون من ضمن 
عناصرها الصفر وعنصر الوحدة 1. 

(۱۷) مها تكن ۸ فان ۸>۸ » أي أن ۸ حلقة جزئية من نفسها » وهذا يعني أنه إذا کانت 
[0) ۸۶ فان ها على الاقل حلقتين جزئیتین مختلفتين هما (0) »> ۸ نفسها . هذا واذا 
كانت ۸> ۰1 بحيث ۸'۶۸ قیل إن 8 حلقة جزئية فعلية من ۸ ونکتب > . 

مثال (۲-۷) 


)١(‏ إن كد من الأنظمة 9 7 ضرم یشکل حقلاً وفق 


التعريف ز۲-۷) . 


(؟) إن النظام (,+ .و حقل » حيث نز عدد أولى . 


۱۷۹ 


(م) إن كلاً من الأنظمة (,+ ,< )° ,+ oD. ( ۳, +,) (mz, +, «(E,‏ 
(,+,(00): (,+ مق : حيث :« عدد غير أولي لا يشكل حقلاً لعدم تحقيق أي منها 
للتعريف (۷--۲) . (أذكر سبباً واحداً على الأقل لكل واحد من الأنظمة السابقة يكون 
من أجله التعريف (۷--۲) غير محقق » لاحظ أن اء ۰:02 2 هي نفس المجموعات 
العرفة في الثال (۱-۷)).. ۱ 

(4) من تعریف الحقل نستنتج مباشرة أن أصغر حقل هو ذلك الحقل الکون من عنصرین فقط 
هما العنصر الحايد الجمعى 0 والعنصر الحايد الضربي 1 ۰ إن هذا الحقل موجود بالفعل 
ومثاله النظام (,+ برت . 

مثال (۷--۳) 

(۱) إن (:,+ ,2) حلقة جزئية من الحلقة (,+ ,©) . 

(۲) إن (,+,۵) حلقة جزئية من الحلقة (,+ ,8) . 

(۲) إن (۰,+,8) حلقة جزئية من الحلقة (,+,0) . 

. إن (:.+ .(0,1)) ليس حلقة جزئية من ,+ ,62 » (لاذا ؟)‎ )٤( 

(ه) إن (,+ ,۵) حقل جزني من الحقل 0.+ ,8) . 

(5) إن (,+,8) حقل جزثي من الحقل (,+ ,ت) 

(۷) إن (,+ ,[0,2)) حلقة جزئية من (0.+ ,ي ۰ (لماذا ؟) . 

(۸) إن (,+ ,(0,2)) ليس حقلاً حزثياً من (,+ ,و06 ۰ إلاذا ؟) . 

(ه) إن (,+ .2) ليس حقلاً جزئياً من (,+ ,۴) ۰ (لاذا ؟) . 


۲۷ بعض خواص الخلقات Properties of Rings‏ 
نظرية (۷--۱) 

إذا كانت ۸ حلقة وكان ۲,۶ فان : 

۳ 0ع 200 

(ب) (<<)<()- =(ر=)× 


(ج) ×= (ر-()×-) 


۱۷۷ 


البرهان 


ر( لا كان 0 هو العنصر المحايد الجمعي في ۸ فإننا نستطبع أن نكتب 0× بالشكل : 
x0=x(0 +0)‏ 
خاصة التوزيع من اليسار 0+ 0 = 


x0+(—x0)= 0 + )0 + (— x0)) إذن‎ 
0=x0+0 إذن‎ 
= 0 


وبالثل يمكن إثبات أن 0-0 
(ب) لا كان النظير الجمعي للعنصر 67د هو >((د)- فان : 


(()- =(ر - )بده 0ع رد + (ر- )۲ 


ولكن (ترع برح )يدح ر×+(ر=)× ء ناذا ۴ 
خاصة النظير x0‏ = 
من الفقرة (أ) 0= 
إذن (()- =(ر )د 
وبالثل (ر×) = د بر( -) جع 0= برد + و( -) 
ولا كان تر(« + ع - )ع + برد _) 

=0y 

0= 
إذن (ر×)- =ر(×=) 

(ج) لنضع «- =2 فيكون : 
( ر =)2=(ر=)(×=) 
من الفقرة (ب) (رz)-‏ = 
(((-))- = 

من الفقرة (ب) أيضاً (ر)-)- = 
وفق تعريف نظير النظير xy‏ = 


نظرية (۷--۲) 
إذا كانت ۸ حلقة وكانت 5 مجموعة غير خالية من ۸ فان 5 حلقة جزئية من ۸ إذا واذا فقط 


۱۷/۸ 


۱ وت 
0 مع ا 
© 
البرهان 
أولاً : 


إذا كانت 5 حلقة جزئية من ۸ فان 5 نفسها حلقة وفق التعريف (۷--۳) » وبالتالي فان 
الشرطين (أ) » (ب) متحققان وفق تعريف الحلقة . 


ثانيا : 

لنفرض أن 5 تحقق الشرطين (أ) » (ب) معاً ولنبرهن أن هذا يؤدي بالضرورة إلى أن ۸> 5. 

(۱) با أن (+ ,۸) زمرة ابدالية و 5 مجموعة غير خالية من 8 تحقق الشرط (أ) فان (+ ,5) 
زمرة جزئية من ۸ ؛ حسب النظرية (5-5) . 

(۷) لا كانت 5 تحقق الشرط (ب) فانها مغلقة بالنسبة لعملية الضرب » كا أن خاصة الدمج 
محققة في 5 ما دامت محتواة في ۸ ۰ وكذلك فان عملية الضرب في 5 تتوزع على عملية 
الجمع . 

1 0 
من (۱) ۰ (۲) نستنتج ان 5 حلقة » وبالتالي فان > و . 


تعریف (۷--8) 
إذا كانت ۸ حلقة فيا الوحدة رأي 16۸ ) فاننا نقول إن : 
(۱) ۸× عنصر وحدة اذا كان × یقبل نظيراً ضربياً في ۸ . 
RF )۲(‏ حلقة قسمة Division ring‏ (أو حقل متخالف 8610 Skew‏ ) إذاكان ( 1,۰ ) زمرة . 
من (۱) نستنتج أن أي حلقة فيها عنصر الوحدة تملك عنصر وحدة واحد على الأقل هو 
العنصر الحايد الضربي (۸ 1€) . 
وت ۱ ق أن کل تسر من علامی علوه انعا زیا جا عافد 
الجمعي) یقبل نظيرا في ۸ . 


۱۷۹ 


تعريف (۷--8) 
إذا كانت ۸ حلقة وكان ×,«٤۸‏ عنصرین مغايرين للصفر ومحققين للشرط 0=ر× قيل إن × 
قاسم أيسر للصفر وان « قاسم أيمن للصفر. 


ملاحظات 


(۱) من الواضح أنه إذا كانت ۸ حلقة إبدالية فان أي قاسم الوا فر هو نفسه قاسم أيمن 
یر ولان 

(۷) إذا كانت (,*8) زمرة فانه لا بوجد قواسم للصفر في الحلقة ۸ لأننا لو فرضنا جدلاً أن 
۶ قاسم للصفر لوجد *۸ ٤ر‏ بحيث 0=«× أو ۱-0 وفي كلتا الحالتين نصل إلى 
تناقض مع قولنا إن (,*18) زمرة لأن *5 0# . 

مثال (4-۷) 

أوجد قواسم الصفر (إن وجدت) في كل من الحلقات الآتية : 


3 


EE )ا(‎ 

Ze, +, (ب)‎ 

(ج) . (,+,6 » حيث 7 عدد أولي. 

(د) دع 

الحل 

0 إن 7-20 هو العنصر الوحيد في ,2 الذي يقسم الصفر (لأن 22-0 ) وفق 
التعریف (9-۷) . 


(ب) إن قواسم الصفر في الحلقة م2 هي العناصر 2 ۰ 3 ۰ 4 فقط لأن 2:3-3:4-0 . 

(ج) لا يوجد قواسم للصفر على الاطلاق لأن 6.1 زمرة » وبالتالي فلا يمكن أن نجد 
عنصرین 677:د مغايرين للصفر وحاصل ضرا يساوي صفرا . 

(د) بالرغم من أن (.*2) ليس زمرة إلا أنه لا بوجد على الاطلاق قواسم للصفر في الحلقة 2 
لأنه لكل *2«,د فانه من الستحیل أن یکون 0د تر . 


۱۸۰ 


مثال (۷--۵) 
آوجد محموعة حل العادلة 2=0+×3-”× في كل من الحلقات الائية : 


الحل 
(أ) با أن 2-0-1-2(20+ 2-3 
إذن مجموعة الحل في 2 هي (1,2) . 
(ب) مجموعة الحل في الحلقة م2 هي [1,2,4,5) ؛ لاذا ؟ 
(ج) مجموعة الحل في الحلقة مر 2 هي [1,2,6,7) ؛ ناذا ؟ 
مثال (/5-1) 
أوجد مجموعة حل العادلة 3222-3-0 في ۳ EG RS E‏ 
الحل 
(أ) ما أن 0-(3-ع)1+ع«)عدديرة 2ر2 تير 
إذن محموعة الحل في الحلقة 2 هى (1,3- ,0) 
(ب) مجموعة الحل في الحلقة ور2 هي (0,3,5,8,9,11) > (لاحظ أن 1-11-) . 
تعریف )١—۷(‏ 
يقال إن ۸ حلقة تامة (مجال تام) Domain‏ ا1ntegra‏ إذا كانت إبدالية وفپا عنصر الوحدة ولا 
یوجد بها قواسم للصفر . 
نظرية (۷--۳) 
آ6 کل حقل هو حلفة عم ولکن المکس قدالا یکرت ضا : 
البرهان 
إن أي حقل ۴ هو حلقة تامة لأن (,*۴) زمرة إبدالية وفق تعریف الحقل . وبالتالي فإنه لكل 


1۸4 


*#عبرءد فان ۶0«× » أي أنه لا يوجد قواسم للصفر في ۴ » ومنه نجد أن ۴ حلقة تامة 
حسب التعریف )٩-۷(‏ . ولكن العكس قد لا يكون صحيحاً > فثلاً 2 حلقة تامة وفق 
التعريف (1-۷) ولكن من الواضح أنها ليست حقلا . 

نظرية (۷--4) 

إذا كانت ۸ حلقة تامة ومنتبية (أي مه >۱8۱ ) فان ۶ حقل . 

البرهان 

يتم الطلوب إذا استطعنا أن نبرهن أن ,*8) زمرة إبدالية » وذلك وفق تعريف الحقل . ولاكانت 
8 حلقة تامة فإنه يبقى ۰ لكي يصبح النظام (:,*8) زمرة إبدالية أن نبرهن على وجود نظير ضربي 
لكل عنصم في *8 . وعا أن ۸ حلقة منتبية فسنفرض أن عناصر*۸ الحتلفة هی : 


)| حت sê‏ موز ةد ووه جيه 
والان لیکن *5©نزعة1 عنصراً اختيارياً » ولتعد كتابة عناصر *18 بعد ضرب كل منها في از 
اسب را ,°° X3,‏ ول جع XY,‏ 


من الواضح أن العناصر في © كلها مختلقة (لأننا لو فرضنا جدلاً أن رر×=رب× حيث زا 
لكان ر×= :× وهذا خلاف ما ورد في © ) ولهذا سيكون واحد منها لا محالة هو العنصر احاید 
الضري. 1 راذای : أي أن اع< من أجل قيمة واحدة فقط ال 8غ حيث 
3-0 ء وهذا يعني أنه يوجد نظير ضربي في *۸ للعنصر ر . وبالتالي فان (,*8) زمرة 
إبدالية » وبذلك تم البرهان ؛ (لاحظ أن العنصر الحايد 1 هو نظير نفسه) . 
تعريف (۷--۷) 
إذاكانت ۸ حلقة وكان +62 هو أصغر عدد يحقق الشرط ۸۲-0 لكل ×٤۸‏ قيل ان ۸ مميز 
الحلقة of the ring R‏ عناعنته‌امدعقط). 

أما إذا لم يوجد مثل هذا العدد فيقال إن مميز الحلقة ۸ هو الصفر. 
مثال (۷--۷) 
(۱) إن مميز الحلقة م2 هو العدد 6 . 
(۲) إن مميز الحقل ,2 هو العدد 11 . 


۱۸ 


(۳ 
(4) 
0 
(» 


إن مميز الحلقة بر هو العدد 7 » حيث 1<" . 
إن مميز الحلقة 7 هو العدد صفر. 
إن مميز الحلقة 2 هو العدد صفر. 
إن مميز الحقل © هو العدد صفر. 


تعريف (۸-۷) 


إذا كانت ۸ حلقة وكانت 1 حلقة جزئية منها » فاننا نقول إن : 


() 1 حلقة جزئية مثالية يمنى ل ۸ (أو اختصاراً 1 مثالية يمنى ل ۸ اهمف¡ غطعنظ) . 
إذا كان 1۳1 لكل ۲6 . 

(۲) 1 حلقة جزئية مثالية يسرى ل ۸ (أو اختصاراً 1 مثالية يسرى ل 8 :10681 امآ ). 
إذا كان 1ع ۲۲ لكل 1 

(۳) 1 حلقة جزئية مثالية ل ۸ (أو إختصاراً 1 مثالية ل 8 نلهع14 (Two-sided ideal or‏ . 

إذا تحقق الشرطان (۱) » (۲) معاً أي إذا کان 1۳21 و 71 لكل ع: . 
ملاحظات 
(1) نستنتج من التعريف مباشرة أن کل حلقة لها على الأقل حلقتان جزئيتان مثاليتان هما (0) + 
8 نفسها » وذلك بافتراض أن ۱8۱<2 . 
(؟) إن الحلقة الحزئية المثالية لحلقة ما تلعب دوراً مماثلاً لدور الزمرة الجزئية الناظمية لزمرة ما . 


ومن هنا برزت أهمية الحلقات الجزئية الثالية حلقة » فلقد رأينا أنه إذاكانت 4 زمرة جزئية 
ناظمية لزمرة ما © فان المجموعات المشاركة المنى ل 11 هي نفس المجموعات المشاركة 
الیسری ها » كما أن احموعات المشاركة هذه تکون زمرة بالسبة للفس العملية العرفة عل 
© وفق النظرية )۷--٩(‏ وقد عرّفنا مثل هذه الزمرة بأنها زمرة حاصل القسمة 0/1 . انه 
بالامکان أن نفعل الشی؛ ذاته بالنسبة للحلقات » فلو كانت 8 حلقة وکانت 1 مثالية لها 
لكان بالإمكان إثبات أن المجموعة 1|١٠۸‏ +) =7 تکون حلقة بالنسبة لعمليتي الجمع 
« +» والضرب ۰۱ المعرفتين في ۸ (لاحظ أن ۲+ ربجم لكل ۰«( ۰ وان عناصر 
1 هي المجموعات المشاركة. بالنسية ل 1 ). 


۱۸۳ 


تعربف )٩-۷(‏ 
إذا كانت ۸ حلقة وکانت 1 مثالية ‏ ۸ فان الحلقة الى عناصرها انحموعات الشاركة بالنسبة 
ل 1 (أي 7 وفق ما ذکر آنفاً قبل التعريف مباشرة) تسمی حلقة قسمة ۸ على 1 (أو 
إختصاراً حقة القسمة إذا لم يكن ثمة إلتباس) ویرمز لها بالرمز ۸/1 

. (Quotient ring or factor ring) 
)۸—۷( مغال‎ 
: إذا كانت 8-26 وكانت ۸> [1=)0,3 ۰ فأجب عا بلي‎ 


© ات أن 3 ال لد 
(ب) أوجد حلقة القسمة 2/1 . 
0 
(أ) تكون 1 مثالية .2 إذا كان ۳۲121۳ لكل ,۲22 وفق التعريف (۸-۷) وهذا 
تحتق کب 3 
من الواضح أن ۲1-1۲ لأن م2 حلقة إبدالية . وبالتالي يكني أن نبين أن 1-1« لكل 
reZg‏ . 
إن 011 وكذلك ۰311 لأن 0,361 » ىا أن : 11-7 لأن 1 هو العنصر المحايد 
الضرب . 
7 21 }0{ = }2-3 ,21={20 
1 له ج }0{= }40,43{ =41 
اك 51د }0,3{ = }50,53{ S1=‏ 
يمكن إيحاز إجابة الفقرة (أ) كا بلي : 
7 ۲3 1اع70ه 1ح ۷۲:۲ 
وواضح تحقق الطرف الواقع عن بين علاقة التكافؤء لأن 7۵-01 حسب 
النظرية (۷--۱)) كما أن : 


عندها بكو د لاوج ع 
عندما يكون م فردیا 361 


(ب) [2./1-40+1,1+1,2+1 


۱۸۶ 


مثال )٩-۷(‏ 
إذاكانت 2-2 وكانت 2>2" فأثبت أن 2" مثالية ل ۰2 حيث *62" » ومن ثم أكتب 
حلقة القسمة , 
الحل 
تكون 2« مثالية ل 2 إذا كان :220:2 -(2/”): لكل ۲22 . وعا أن 2 حلقة إبدالية فان 
(2”) -(2): لكل ۲22 ويكون لدينا : 
(1) إذاكان ۷-1" فن الواضح أن 72-12-42 وبذلك تكون 22 ۲2-72 لكل ٣٤2‏ 
وهذا يعني أن 2 مثالية بالنسبة لنفسها » وتكون حلقة القسمة عندئز هي (0)-2/2 . 
(۲) لنفرض أن 2<" فتكون : 
mZ2=Zm={nm|neZ}={..., 2۳ —m, 0, m, 2۵,۰. > (m)‏ 
ومن الواضح آزه لکل 7 فان r(nm)= (rn meZm‏ > لأن )هو مضاعف للعدد 
۰ وهذا يعنى أن 720-270 لكل ۰۲22 وبالتالي فان 72 مثالية ل 2. 


إن حلقة القسمة هی : 
(m-1)+mZ}‏ .۰ ,1+7۵ 0+72) - 72/۳2 

مثال )٩۰-۷(‏ 
(۱) إن الحلقة 2 ليست مثالية للحلقة © » فثلاً 0ع3 بيا 222 . 
(0) ان الحلقة © ليست مثالية للحلقة 18 » فثلاً 2218 بيا © © 20 . 
نظرية (9-۷) 
إذا كانت ۸ حلقة فيها الوحدة وکانت 1 مثالية ل ۸ وبا عنصر وحدة فان 1-8 . 
البرهان 
عا أن 1 مثالية ل 8 فان ۲11 لكل 8ع . ولا كانت 1 فا عنصر وحدة ولیکن !عه 
فانه بوجد له نظير ضربي 07۱ في 8 يحيث یکون 4-14-1617 . ومذا يقتضي أن یکون 
۲۱2۵7 لكل ۲28 ومذا يعنى أن 81 وبالتالي فان 1-8 . 
نستتتج من النظرية (۷-) أنه إذاكان ۴ حقلاً فإنه لا يوجد له حقل جزئي مثالي عدا نفسه . 


۱۸۵ 


۳-۷ هومومورفیز م الحلقات Rings Homomorphism‏ 
لقد تکلمنا عن افومومورفیزم » في الباب الخامس ٠‏ من نظام ذي عملية ثنائية واحدة إلى آخر 
مماثل له وطبقنا ذلك عند دراستنا لازمر في الباب السادس حيث تکلمنا عن اهومومورفیزم من زمرة 
إلى اخری وبخاصة الایزومورفیزم بين زمرتين وما له من اهمية في دراسة الزمر . ولقد اشرنا في الباب 
الخامس ایضا إلى توسیع مفهوم افومومورفیزم لیشمل تعریف هومومورفیزم من نظام ذي عملیتین 
ثنائيتين إلى انحر مائل له واثبتنا أن النظام (0 ,© می2) يشا کل النظام (لنا ,83 ,,2) » ولا كانت 
كل من بر2 ۰ 2 حلقة فاننا نکون بالفعل قد آعطینا مثالاً جيداً على ما يسمى بپومومورفیزم 
الحلقات . 

تعریف (۷--۱۰) 


(۱) نقول إن ۶ هومومورفیزم من حلقة ۸ إلى حلقة 18 ٍذا حقق الشرطین لین : 


f(x+y)=f(x)+f(y) 
f(xy) =f(%)f(y) 


: نعرف نواة امومومورفیزم / كا بلي‎ )۲( 
ker f=f 7 (0')={xe R| f(x)=O'eR'} 


Vx, yek: 


تمارين (/ا١)‏ 

(۱) إذاكانت (+ ,6) زمرة جمعية إبدالية عنصرها الحايد الجمعي هو 0 » وعرفنا على 6 
عملية ضرب ٠١١‏ على النحو الآتي : 0= :× لكل 6ر ,× فأثبت أن النظام(,+.6) 

(۲) إذاكانت 5 مجموعة ما فأثبت أن النظام (0.+ ,(5)م) حلقة إبدالية فيها عنصر الوحدة » 


26 +۷ )2۱۵۲(-)261( 


—XAY‏ لاد 


إرشاد 
اعتبر ۵ هي العنصر الحايد الجمعى و 5 هی العنصر الحايد الضربي في (5) . 
) () إذاكانت 5-8 حيث (#ع+*|2/*) -5فأثبت أن 5 ليست حلقة جزئية من 


. 


۱۸۹ 


(4 


69 


(1) 


(¥ 


(A) 
إلى‎ 


(۱) 
(۱۱) 
(۱۲ 


(ب) إذا كانت > 1 » حيث | 0< T=, xe2n0‏ فأنبت أن .TS<SR‏ 
لتکن (©عزز S={x+y/2|x,‏ لنت أن : 

( (,+,6) حلقة ابدالية فها الوحدة . 

(ب) (.+,5) حقل . 

أثبت أن (,+:*8) حقل » حيث العملیتان معرفتان كا بلي : 


(x, (+) y' جع ت‎ y+) 


V(x, y), (x, (2 < © xR: ۳ 2 E ,‏ 
( “عار + 'ر× ,رر بعد وزیا (ز ,۶ ب(ز ) 


أُوجد مجموعة حل المعادلة 2-2-0» +3« في كل من الحلقات الآتية : 
4 2 


(ه) +2 

«نقول إن الحلقة ۸ تحقق خاصة الاختزال من المین (من اليسار) إذا كان : #نر-4: ؛ 
(ره=×ه) » حيث ۵:0 يقتضى أن يكون ر=× 1 . 

أثبت أن الشرط اللازم والكافي لكي تحقق الحلقة ۸ خاصة الاختزال من العين ومن 
اليسار هو أن لا يوجد فيها قواسم للصفر. 

في القرين (۲) إذا كانت 5+4 » فبين أن الحلقة (5)م فيا قواسم للصفر. 

أوجد جميع الحلقات الحزئية المثالية للحلقة ,2 وأكتب في كل حالة حلقة القسمة 
اه ۱ 8 

اذا كان ۴ حقلاً فأثبت أن للمعادلة 0= ط+×ه حلا فيه مها كانت 56 ,00 . 
إذا كانت ,1 1,٠٠٠,‏ حلقات مثالية لحلقة ۸ فأثبت أن تقاطعها حلقة مثالية ل ۸ . 
إذا كان /8+-8:/ هومومورفيزماً بین الحلقتين ۸ 8۰ فأثبت أن رت حلقة 
مثالية في الحلقة 8 . 


۱۸۷ 
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AA 


هسرد الره مو ز List of Symbols‏ 


فما يلي سرد لعظم الرموز الستخدمة في هذا الکتاب ودلالة کل منبا » ما لم يشر إلى خلاف ذلك : 


تفي التقرير 4 ~A‏ 
التقربر الرکب 4 و 8 428 
التقرير الرکب ۸ أو 8 AVB‏ 
إذا كان 4 فان 8 ۸+8 
4 إذا وإذا فقط كان 8 48 
A‏ يكافي 8 < ۸ 
4 يقتفي 8 (4 شرط لازم ل 8 ) 8ح ۸ 
4 لا يقتضي بالضرورة 8 A +B‏ 
4 بقتضي 8 و 8 يقنضي 4 ( 4 شرط لازم وکاب ل 8 ) 8ه A‏ 
عدد عناصر المجموعة 5 S|‏ 
8 بی إل 81 سرسن د ) xes‏ 
,×× كلها تنتمي إلى 5 Ky XES‏ 

× لا ينتمي إلى 5 x¢S‏ 
7 محموعة جزئية من انحموعة 5 ( 7 محتواة في 5 أو 5 محري 7) 27 0۲ 28 1 
7 عموعة جزئية فعلية من 5 (7 غجراة قاماق 5 أو 5 موي ايا ۳ چ 937 ۵ 78 
7 ليست مجموعة جزئية من 5 ( 7 ليست محتواة في 5 ) T¢S‏ 
المجموعة اللخالية 9 
مجموعة القوة بالنسبة للمجموعة 5 (مجموعة المجموعات الجزئية ل 5 ) p(S)‏ 
لكل * من ٩‏ فان ... ۰ VxeS‏ 
يوج × من 5 میت ... 326 
4 اتحاد 8 AUB‏ 
4 تقاطع ANB B‏ 
اتحاد انحموعات . ,4 اث 
i=1‏ 

تقاطع المجموعات ,۸4 4( 
متممة (مكلة) المجموعة 5 5 
حاصل طرح امجموعة 8 من المجموعة 4 A4—B‏ 
الفرق التناظري للمجموعتين 4 و 8 AAB‏ 


۱۸۹ 


مجموعة الأعداد الصحيحة 

مجموعة الأعداد الصحيحة الموجبة (محموعة الأعداد الطبيعية) 
مجموعة الأعداد الصحيحة السالبة 

مجموعة الأعداد النسبية (الكسرية » الاعتيادية) 
تجموعة الأعداد النسبية الوجبة 

محموعة الأعداد النسبية السالبة 

محموعة الأعداد الحقيقية 

مجموعة الأعداد الحقيقية الموجبة 

مجموعة الأعداد الحقيقية السالبة 

مجموعة الأعداد الرکبة (العقدية) 

المجموعة 5 محذوفاً منها الصفر 

مجموعة الأعداد 5 غير السالبة 

مجموغة الأعداد 5 غير الموجبة 


زوج (ثناني) مرتب 
نوی مرتب ( - مرتب) 
حاصل الضرب (الجداء) الدیکاني ل 4 في 8 


حاصل الضرب (الجداء) للمجموعات ,/ 


× يرتبط ب ل 

× لا يرتبط ب لر 

العلاقة العكسية للعلاقة ۸ 

× يقسم ز (× أحد عوامل ر أو ر يقبل القسمة على ×) 
صنف تكافؤ العنصر © 

× يطابق ر قياس ۸ 

مجموعة أصناف البواق قياس ۸ 

مجموعة الأعداد الصحيحة قياس 7 

] تطیق من المجموعة 4 إلى المجموعة 8 

ار صورة (خيال) × وفق التطبیق ‏ 


7 
صورة ,4 2 4 وفق [ حيث ۸4+8 
1 
الصورة العكسية ل 8<28. حيث ۸-8 


۱۹۰ 


5*-5-10(: 5612, 0, 8, C} 


S*u{0}; ۹618, ©, R} 
5 :(0)ن‎ Se{Z, O, R} 


(a, b) 
و‎ ۳۰, ( 
AxB 


1 
or 4-8‏ 8+ مار 
(×) ]رد or‏ ()حز 
زمار 
(,1)8 17 


تطبيق مطابق (محايد) من 4 إلى نفسها 
مركب (محصل) التطبيقين ۶ و و 
عنصر محايد 

نظير (معكوس) العنصر × 

العددان © و ۶ أوليان فا بينها 

نواة ال هومومورفيزم ‏ 

5 تشاكل 7 ( 5 و 7 مشاكلتان) 
الزمرة © 

رتبة الزمرة © 

1 زمرة جزئية من © 

11 زمرة جزئية فعلية من © 

محموعة مُولّدة بالعنصر × » حيث 66 
رتبة العنصر × 

زمرة التناظر (القائل) من الدرجة 7 
مضروب العدد 7 

مجموعة مشاركة يمنى 

مجموعة مشاركة يسرى 

الدليل (دليل الزمرة الجزئية 11 في الزمرة © ) 
7 زمرة جزئية ناظمية من © 

]5 زمرة جزئية ناظمية فعلية من © 


زمرة حاصل (خارج) القسمة (زمرة حاصل قسمة © على 17 ) 


ممرکز ۸ 


للظم 


مركز الزمرة © 

الحلقة ۸ 

"8 حلقة جزئية من الحلقة ۸ 

'8 حلقة جزئية فعلية من ۸ 

1 حلقة جزئية مثالية من 1 مثالية) 
الحقل ۴ 

۴ حقل جزي من الحقل ۴ 

۴ حقل جزني فعلي من ۴ 
ES‏ 


۱۹ 


1 


5-27 

6 

۱۱ 

> 6 

۲ > 6 
(x2 
۱۱۱۸| 
5 


n 


7۱۱ <۷)-1( ۰ 


Hx 

xH 

[G:H] 

HSG 

HG 

G/H 

Cg(4); ASG 
N(A4}; AcG 


C(G) 
R 

R' <R 
R'<R 


الکشاف 


Index 


نورد فعا بلي المصطلحات المستخدمة في الكتاب » مرتبة حسب حروف امجاء العربية » مع مقابل كل منها باللغة 


الانجليزية . 


أدوات الربط ‏ ۱۵ 

أداة الربط بو ۱۵ 

أداة الربط وه ٠١‏ 

أداة الربط «إذا . . . فإن» ‏ ۱5 
أداة الربط د . . . إذا وإذا فقط 0.۰۰ ۱۷ 
اتحاد ‏ ۳۷ 

۱٤٤١  )راصتخا( اختزال‎ 

ابيمورفيزم ۱۲۷ 

أيزومورفيزم (تشاكل) 2 ۱۲۷ 
إندومورفيزم  ١١0‏ 

أوتومور فيزم (تشاكل ذای) ۱۲۷ 


ب 
تبديلة (تبديل)  ۰۱۰٦‏ ۱۵۲ 
تقرير ‏ ۱۳ 
بسيط وی ١4‏ 
مركب ١4‏ 
27 ۱۳ 
خاطئ ۱۳ 
دالي ۱۳ 


صائب منطقياً (تحصيل حاصل)  ۱٩‏ 
حاط * منطقيا (تناقض) ١4‏ 
نو تقریر ۱۳ 


Implication 
Connectives 
And 

Or 

If `‘ then 

۰.۰ If and only if ٠٠٠ 
Union 
Cancellation 
Epimorphism 
Isomorphism 
Indomorphism 


Automorphism 


Structure 


Algebraic 


Permutation 
Statement 

atomic 
composite 

true 

false 
Propositional function 
Tautology 
Contradiction 


Negation of Statement 


ل 


تكافؤ منطق ‏ ۱۸ 

رنه ۷6 

تطبیق (تابع : دالة » اقتران) ۸۸ 
متباین (احادي) ۹5 ٩٩۰‏ 
غامر (شامل : فوي) ‏ 45:48 
تقابلي (تناظر أحادي) ‏ ۹۵ ۰ ٩٩‏ 
ل ۳۸۴ 
محايد (تطابق) ٠١١‏ 

تركيب (تحصیل) التطبیقات ۰ ۹۸ 

۳۸ ۳۷  عطاقت‎ 


3 
جدول ۱۶ 

الصواب (الحقيقة) ١4‏ 
جملة مفتوحة ۱۳ 


3 
حاصل الضرب (الجداء) الديكاني لمجموعات 
حلقة 175 
جزئية ۱۷۵ 
قسمة ۱۷۹ 
القسمة (خارجة)  ١84‏ 
ثامة (صحيحة) ‏ ۱۸۱ 
منتية ‏ ۱۸۲ 
غير منهية (لانبائية) ‏ ۱۷۰ 
إبدالية ۱۷۵ 
فبا عنصر الوحدة ۱۷۵ 
جزئية فعلية ‏ ۱۷۰ 
مثالية می (مثالية عیی) ۱۸۳ 
يسرى (مثالية یسری) ‏ ۱۸۳ 
مثالية (مثالية) ما 
حقل ۱۷۵ 


جزلي ۱۷۵ 


9۸ 


۱۹۳ 


Logical equivalence 
Partition 
Mapping 
injective (one to one) 
surjective (onto) 
bijective 
constant 
identity 
composition of 


Intersection 


Table 
truth 


Open sentence 


Cartesian product of sets 
Ring 

sub 

division 

quotient (factor) 

integral domain 

finite 

infinite 

commutative 

with unity 

proper sub 

right ideal 

left ideal 

ideal (two-sided ideal) 
Field 


sub 


۱۵٩ دليل‎ 
۸۸  ةلاد‎ 

ز 

زمرة ۱:۰ 
شبه ‏ ۱۰ 


زمرة |بدالية (تبديلية . آبلية) ٠‏ ۱۵۰ 
منتهية ٠٤١١‏ 
غير منتبية (لانبائية)  ١45‏ 
جزئية  ١45‏ 
فعلية  ١45‏ 
بديبية (تافهة) ‏ ۱45 
دائرية (دوارة) ۱4۹ 
التناظر (القاثل)» ‏ ۱۵۲ 
جزئية ناظمية (سوية ؛ عادية) ‏ ۱۵۹ 
جزئية ناظمية فعلية  ١5١‏ 
حاصل القسمة (خارجة) ١57‏ 
زوج (ثناني) ‏ لاه 


Index 


Function 


Group 
semi 
Abelian (commutative) 
finite 
infinite 
sub 
proper 
trivial 
cyclic 
symmetric 
normal sub 
proper 
quotient (factor) 
Pair 


ordered 


Image 
inverse 


Equivalence class 


Element 
unit 
unique 
identity 
right identity 
left identity 


ثائية 15 

انعكاسية (عاكسة » منعكسة) ۷۰ 
تناظرية (متائلة) ‏ ۷۰ 

متعدية (ناقلة) ۷۰ 

۷۰  قفاكت‎ 

تخالفية (لاتناظرية) ۷۳ 

۷۳  بیترت‎ 


جرني ۷۳ 


مبدأ الاستقراء (الاستنتاج) الرياضي  ٠‏ 
مبدأ الثنوية (الازدواجية) 44 
محموعة ۲۷ 
ج ۲۳ 
خالية (المجموعة االیق ۲٩‏ 
م ۲٩۹‏ 
غير منتهية (لانہائیة) ۲۹ 
القوة (اجزاء مجموعة) ‏ ۳۵ 
جزئية فعلية ۳۳ 
شاملة (كلية) ۳۸ 
متممة (مكلة) محموعة ۳٩۹‏ 
محموعات منفصلة ‏ ۰۳۸ 1٩‏ 
مفهوم ‏ ۲۷ 
ری 9۸ 
مستقر (محال مقابل ‏ نطاق مصاحب) ۰۰۸ ۸۸ 
مدی (الدی) ۰۱۸ ۸۸ 
میز الحلقة ۱۸۲ 


۱4٩ مولد‎ 


۱۹۵ 


Operation 
binary 
commutative 
associative 

Relation 
binary 
reflexive 
symmetric 
transitive 
equivalence 
antisymmetric 
ordered 

partial 


total 


Principle of mathematical induction 
Duality principle 
Set 
sub 
empty 
finite 
infinite 
power 
proper sub 
universal 
complement of set 
disjoint sets 
Concept 
Ordered 
Co-domain 
Range 
Characteristic of the ring 


Generator 


مجموعة مشاركة (مصاحبة) ‏ ۱۵۵ 
ينی ۱۵۵ 

١هه‎  ىرسي‎ 

مرکز ۱۷۲ 

زمر ۱۷۲ 

مُمرکز ۱۷۲ 

۱۷۲  مظتم‎ 
۱۲  قطنم‎ 

رياضي ۱۲ 
مونومورفیزم ۱۲۳۷ 


ن 

نظير (معکوس) ۱۱۲ 
ین ۱۱۲ 
لمن ۱۱۲ 


نوني مرتب لاه 


هومومورفيزم (تشاكل متصل)  ۰۱۲١‏ ۱۲۷ 
الحلقات كما 


ي 
يطابق (يوافق) ۸۰ 


يقم ۰۷۲ ۷۳ 
يقتضي (يؤدي إلى) ‏ ۰۲۰ ۲۱ 


۱۹۹ 


Coset 

right — 

left 
Center 

— of a group 
Centralizer 
Normalizer 
Logic 

mathematical 


Monomorphism 


Inverse 
right — 
lefl — 

n-tuple 


Unique 


Homomorphism 


ring 


Congruent 
Divide 
Imply 


